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Resumen

En esta Tesis, se obtienen soluciones exactas de tipo similaridad de diferentes problemas
de Stefan a una o a dos fases, sobre medios unidimensionales semi-infinitos, homogéneos
e isotrépicos con la caracteristica principal de considerar el calor especifico y la conduc-
tividad térmica variables y dependientes de la temperatura, los cuales en los problemas
clasicos de Stefan son considerados constantes. Ademas, se hallan soluciones analiticas
aproximadas a algunos casos particulares de estos problemas a través de métodos de ba-
lance integral y se comparan estas soluciones aproximadas con la solucién exacta de cada
uno de los problemas.

En el Capitulo 1 se presenta una introduccion de esta Tesis. Se hace una breve
descripcion de los problemas de Stefan clasicos a una y a dos fases. Ademas, se indica la
importancia, desde el punto de vista de la Termodinamica, de considerar a los coeficientes
térmicos variables. También, se explicitan los métodos de balance integral para aproximar
soluciones a problemas de Stefan unidimensionales a una fase. Por tltimo se detallan los
problemas que se estudian en cada uno de los capitulos.

En el Capitulo 2 se consideran problemas de Stefan unidimensionales a una fase para
la fusién de un material semi-infinito con conductividad térmica y calor especifico depen-
dientes de la temperatura. Se obtienen soluciones exactas de tipo similaridad imponiendo
una condicion de tipo Dirichlet, una condicién de tipo Neumann o una condicién de tipo
Robin en el borde fijo. Ademds, se estudia el comportamiento asintético del problema
con condicién de tipo Robin y se muestran algunos ejemplos computacionales de los re-
sultados obtenidos. En una segunda parte, se estudian problemas de conduccién de calor
que surgen de problemas de Stefan unidimensionales a una fase para la solidificacion de
un material semi-infinito con conductividad térmica dependiente de la temperatura en
los que se impone una condiciéon de tipo Dirichlet o una condicién de tipo Robin en el
borde fijo. Se prueba la existencia y unicidad de solucién de los mismos obteniéndose la
denominada funcién de error modificada p-generalizada. Por tltimo, se estudia el compor-
tamiento asintético del problema con condicion de tipo Robin. Los resultados obtenidos
en este capitulo han sido publicados en [22] y [23]:

J. Bollati, M. F. Natale, J. Semitiel y D. A. Tarzia. Existence and uniqueness of solu-
tion for two one-phase Stefan problems with variable thermal coefficients. Nonlinear
Analysis: Real World Applications, 51:103001, 2020.

J. Bollati, M. F. Natale, J. Semitiel y D. A. Tarzia. Existence and uniqueness of the
p-generalized modified error function. Electronic Journal of Differential Equations,
1-11, 2020.

En el Capitulo 3 se estudia la existencia y unicidad de solucién de tipo similaridad
de problemas de Stefan unidimensionales a una fase para la fusiéon de un material semi-
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infinito gobernados por una ecuacién no clasica y no lineal del calor con diferentes tipos
de fuentes de calor. En dichos problemas, se asume una condicion de tipo Dirichlet en el
borde fijo y, la conductividad térmica y el calor especifico son variables y dependientes de
la temperatura. Los resultados de este capitulo han sido publicados en [25]:

J. Bollati, M. F. Natale, J. Semitiel y D. A. Tarzia. Exact solution for non-classical
one-phase Stefan problem with variable thermal coefficients and two different heat
source term. Computational and Applied Mathematics, 41:375, 2022.

En el Capitulo 4 se consideran dos tipos de problemas de Stefan unidimensionales
a dos fases en un dominio angular para la solidificacion de un material semi-infinito con
conductividad térmica y calor especifico dependientes de la temperatura. Se obtienen
soluciones exactas de tipo similaridad imponiendo condiciones de borde de tipo Dirichlet
o de tipo Neumann. También, se le impone al problema con condicién de tipo Dirchlet una
sobrecondicién de tipo Neumann y se determinan coeficientes desconocidos en el proceso
de cambio de fase donde se obtienen férmulas para los mismos bajo ciertas condiciones
necesarias y suficientes sobre los datos del problema planteado. Los resultados de este
capitulo han sido aceptados para su publicacién [26]:

J. Bollati, M. F. Natale, J. Semitiel y D. A. Tarzia. Determination of one unknown
coefficient in a two-phase free boundary problem in an angular domain. Journal of
Mathematical Analysis and Applications, 531:127775, 2024.

Por 1ltimo, en el Capitulo 5, se hallan diferentes aproximaciones a problemas de
Stefan unidimensionales a una fase correspondientes al proceso de fusién de un material
semi-infinito a través de tres métodos: balance integral clasico, balance integral modifi-
cado y balance integral refinado. El primer problema considerado estd gobernado por la
ecuacion cléasica del calor en el que se le impone una condicién de tipo Robin o de tipo Di-
richlet en el borde fijo. El segundo problema esta definido por una ecuacién no clasica del
calor con una fuente externa que depende de la evolucion del flujo de calor en el borde fijo
donde se asumen los coeficientes térmicos constantes y se impone una condicién de tipo
Dirichlet o de tipo Robin en el borde fijo. El tercer problema esta dado por una ecuacion
no clasica del calor donde se asume la conductividad térmica no lineal, dependiente de la
temperatura, y en el que se impone una condiciéon de tipo Dirichlet en el borde fijo. Del
hecho de conocer las soluciones exactas de los problemas planteados, permiten comparar
con las soluciones aproximadas analiticas al aplicar el método de balance integral y sus
dos variantes, analizando el error cometido en cada caso. Los resultados obtenidos en este
capitulo han sido publicados en [21], [24] y [27]:

J. Bollati, J. Semitiel y D. A. Tarzia. Heat balance integral methods applied to the
one-phase Stefan problem with a convective boundary condition at the fixed face.
Applied Mathematics and Computation, 331:1-19, 2018.

J. Bollati, M. F. Natale, J. Semitiel y D. A. Tarzia. Integral balance methods applied
to non-classical Stefan problems. Thermal Science, 24:1229-1241, 2020.

J. Bollati, M. F. Natale, J. Semitiel y D. A. Tarzia. Approzimate solutions to the
one-phase Stefan problem with temperature-dependent thermal conductivity, Chapter
1, In Heat Conduction: Methods, Applications and Research, pages 1-20. J. Hristov
- R. Bennacer (Eds.), Nova Science Publishers, Inc., 2019.
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Capitulo 1

Introduccion

Esta Tesis tiene por objeto de estudio los problemas de frontera libre que son aquellos
problemas de contorno para ecuaciones diferenciales parciales donde interviene ademas
una superficie incégnita, la frontera libre, que separa dos o mas regiones, y sobre la cual
se conocen datos que dependen del modelo analizado. Segtin el niimero de dimensiones en
el espacio, en lugar de una superficie se podra tener una curva o un punto.

Problemas de Stefan

Un caso particular de los problemas de frontera libre, son los problemas de cambio de fase
o problemas de Stefan (o también conocidos en la literatura como problemas de Lamé-
Clapeyron-Stefan). Muchos mecanismos tienen lugar en los procesos de cambio de fase,
entre ellos: la transferencia de calor, la absorcién o liberacion de calor latente, cambios
en las propiedades termofisicas, etc. Las diferentes fases de un material se caracterizan
por las fuerzas de uniéon que mantienen los atomos con cierta proximidad. El nombre
de problema de Stefan surge alrededor de 1950 en homenaje a los numerosos trabajos
realizados por el fisico J. Stefan (1835-1893) [175-177]. Sin embargo, no fue el tnico
en resolver este problema pues cabe aclarar que unas décadas antes, el matematico G.
Lame (1795-1870) y el ingenierio y fisico E. Clapeyron (1799-1864) en [126], estudiaron
el poblema de solidificacion por enfriamiento de un globo liquido (Tierra) arribando a la
formulacion matematica conocida hoy como problema de Stefan.

Los problemas de Stefan para la ecuacién del calor, estudian la distribucién de la
temperatura de la fase liquida y de la fase sdlida, y la evolucién en el tiempo de la
frontera libre. A dicho problema en particular se lo conoce como problema de Stefan a dos
fases. A veces, es conveniente reducir el problema, asumiendo que el sélido o liquido se
encuentra a la temperatura de cambio de fase y dicha simplificacién del modelo es referida
en la literatura como problema de Stefan a una fase.

Encontrar la solucion a un problema de Stefan requiere de la resolucion de una ecuacién
diferencial parcial, de tipo parabdlico como la ecuacion del calor, sujeta a una condicion
en la interfase que describe la evoluciéon de la frontera libre. Se supone que la interfase se
encuentra a una temperatura conocida y que el flujo de calor a través de ella es discontinuo.

Los problemas de cambio de fase aparecen frecuentemente en procesos industriales
y otros problemas tecnolégicos de interés [2,|7,162,(70} 81,98} /115,|130}183-185]. Entre las
multiples aplicaciones de los problemas de Stefan se pueden mencionar: solidificacion de



aleaciones binarias, oxidacién del zirconio y fusién del diéxido de uranio en reactores
nucleares en caso de accidentes, almacenamiento de energia térmica de origen solar por
cambio de fase, problema de la colada continua, solidificacién del pavimiento, procesos de
ablacién térmica, solidificacién de la corteza terreste, etc. Por todo ello, en los ultimos
anos ha aumentado significativamente el interés entre los matematicos, fisicos, quimicos
e ingenieros de todo el mundo y prueba de ello son los numerosos articulos en revistas
cientificas y congresos internacionales que se desarollan peridédicamente [1,3}/6,8,[11}/12,
1620} 2225132, [33],[35-38], |42, 48}, 49|, [54, 57, [60L (61, 67, 71}, [76-78],[82-85], 91}, 92,97, 110112,
116}1224125,127-H129,|135}143},150,151,|154} 155, 168,[1704|171}173,189,{191}194].

Problemas de Stefan clasico a una fase

Si un material unidimensional semi-infinito en la regién x > 0 se encuentra inicialmente
en estado sélido a una temperatura de fusién 7% y en el borde fijo x = 0 es calentado a
una temperatura Ty > T, entonces en cada instante de tiempo ¢ > 0, existird un punto
x = s(t) que separard la fase liquida, representada por el intervalo (0, s(t)), de la fase
sélida, representada por (s(t),+00), que se encuentra a su temperatura de fusion. La
formulacién matemaética de este proceso es un problema de Stefan a una fase y estéa dado
por: hallar la frontera libre x = s(t) definida para ¢ > 0 y la temperatura 7' = T(z,t)
dada por
T(a,t) = { T(;,t) s? 0<az<s(t), t>0,

s x> s(t), t>0,

de manera que:

pCE_szo’ 0<xz<s(t), t>0, (1.1)

7(0,t) =Ty > Ty, t>0, (1.2)

T(s(t),1) = Ty, t>0, (1.3)
or .

k%(s(t),t) = —pls(t), t >0, (1.4)

5(0) = 0, (1.5)

donde las constantes p > 0 es la densidad de masa, ¢ > 0 es el calor especifico, £ > 0 es
la conductividad térmica y £ > 0 es el calor latente por unidad de masa, y corresponden
a la fase liquida del material de cambio de fase. Este problema modeliza el proceso de
fusién del material pero se puede plantear de manera analoga el problema de solidificacion.
Esquematicamente este modelo puede representarse como en la Figura [1.1] .

La ecuacién (|1.1)) representa la conduccién del calor para la fase liquida y puede
expresarse Como:
or , O*T

=gt t 1.
5 =% g5 0<xz<s(t), t>0, (1.6)

k
donde a? = a = — es la difusividad térmica en la fase liquida.
pe

Las condiciones (1.2)) y (1.3) indican la temperatura en el borde fijo x = 0 y la
temperatura en la frontera libre x = s(t), las cuales son constantes dadas por Ty y T
(temperatura de cambio de fase), respectivamente.



=Ty>T;

T(0,¢)

T

Figura 1.1: Representacion del problema de Stefan a una fase dado por ([1.1))-(|L.5]).

La condicion expresa el hecho que el flujo de calor que atraviesa, en un tiempo
inifinitamente pequeno, la frontera libre z = s(¢) es igual a la cantidad de calor abandona-
da por la porcion de solido que se derritio. Esta condicién es conocida como la condicion
de Stefan y se deduce del principio de conservacién de la energia.

La condicién (1.5) indica que inicialmente el material semi-infinito se encuentra a la
temperatura de fusion 1.

A pesar de la aparente linealidad del problema ((1.1)-(1.5]), el problema de Stefan es
no-lineal |156]. En efecto, si se deriva (|1.3)) respecto de t, se obtiene

or . or
o7 (50,0)8() + - (s(8),£) =0, >0,

con lo cual, la condicién de Stefan (1.4) se transforma en

k(g—g) (5(0.0) = 2 (s(0).) = 2L (a1, 150, (1.7)

que indica la no linealidad del problema (|L.1))-(/1.5]).

Una de las herramientas ttiles en el estudio tedrico del problema de Stefan es el prin-
cipio del maximo y el Lema de Hopf en su versién parabdlica. De estos resultados, puede
observarse que si (T s) es solucién del problema ([1.1])-(1.5]), entonces debe verificarse:

Ty <T(x,t) <Tp, 0<z<s(t), t>0, (1.8)
5(t) > 0, t>0, (1.9)
or or o0*T

%(a:,t) <0, E(x’t) > 0, w(w,t) > 0, 0<x<s(t), t>0. (1.10)



Uno de los principales métodos de resolucion de los problemas de Stefan es el introduci-
do en los anos 1860 por F. Neumann (1798-1895) en una serie de notas no publicadas [195],
cuyas ideas son las que se retoman en esta Tesis. El método propuesto por Neumann con-
siste en la observacion de que existen condiciones bajo las cuales la conduccién del calor,
en un cuerpo isotropo y homogéneo, es un fenomeno autosimilar, es decir, que tiene la
propiedad de que la distribucion de temperatura en cualquier instante de tiempo puede
ser obtenida a partir de una distribucién de temperatura dada para un instante particular,
por medio de una transformacion de similaridad [9,/153]. Para hallar la solucién exacta al
problema de Stefan mediante el método de semejanza, se considera la ecuacion del calor de
un cuerpo unidimensional, isétropo y homogéneo dada por . Dicha ecuacién resulta
invariante bajo una transformacion de las variables x y ¢ dada por

£ =z, =\, (A #0),

y por lo tanto

T(z,t)=T (% %) = 0,(,7),

de lo que resulta la equivalencia:

oT 0T 00, %D,

o Yo T or TV oe

Si las condiciones de contorno para la ecuacién del calor ([1.6) no se modifican bajo el
cambio de escala propuesto, entonces la temperatura 1" satisface la igualdad

T(x,t) =Tz, \°t), VA#O0.

Si en particular se considera \ = , se obtiene:

1
2a\/5

T(z,t) =T (%\/E ﬁ) —y (%\/E) , (1.11)

con lo cual, la temperatura 1" depende sélo del argumento

. T
n N

llamado variable de similaridad. Puede observarse entonces, que la funciéon 7' = T'(x, t) es
una solucién de la ecuacion del calor ([1.6)) si y solo si la funcién y = y(n) es una solucién
de la ecuacion diferencial ordinaria:

d*y
— L 4oy =0, n>0. 1.12
i +2ny =0, 7 (1.12)

Una consecuencia de la propiedad de autosimilaridad de los fenémenos fisicos es la
posibilidad de reducir la cantidad de variables que es necesario conocer para describirlos.
En particular, desde el punto de vista matemdatico, resolver un problema de Stefan a
partir de buscar soluciones de similaridad permite pasar del estudio del problema original
en ecuaciones en derivadas parciales al estudio de un problema en ecuaciones diferenciales
ordinarias.



La solucién general de ([1.12)) esta dada por
y(n) = C1 + Caerf(n), n>0, (1.13)

con (7 y Cy constantes a determinar de las condiciones del problema (|1.1)-(1.5) y donde
erf denota la funcion de error definida por

2 z
erf(z) = —/ exp(—r?)dr, z€R. (1.14)
VT Jo
De la condicién ([1.2), resulta C7 = Ty. Ademas, para que la condicién ([1.3)) se cumpla,

(t)
2a+\/t

es necesario que el cociente

= const. > 0, es decir, exista £ > 0 de manera que

s(t) = 2a¢Vt, t>0,

y por lo tanto se cumple (1.5]).
Ty —Tp
erf(&)

de Stefan ([1.4)), la constante £ debe ser la tinica solucion de la ecuacién trascendental:

También, de la condicion (|1.3]) resulta que Cy =

. Por 1dltimo, de la condicion

Ste
VT
donde Ste es el numero de Stefan que se define como una constante adimensional que

relaciona el calor especifico, el calor latente de cambio de fase de un material y la variacion
de la temperatura, y esta dado por:

zerf(z) exp(2?) = z >0, (1.15)

C(TO — Tf)

t f—
Ste 7

> 0.

Por lo tanto el problema de Stefan (1.1)-(1.5)) tiene una tnica solucién (7, s) de tipo
similaridad dada por

Tf—TO T
T =T f <z< 1.1
(x,t) 0+ et (2) er (Za\/i)’ 0<xz<s(t), t>0, (1.16)

s(t) = 2a€V't, t>0, (1.17)

donde £ > 0 es la tnica solucién de ([1.15]).

Las condiciones iniciales y de frontera que completan los problemas de Stefan, se
establecen como consecuencia de hipétesis hechas a partir de resultados experimentales.
Una condicién de frontera que aparece frecuentemente en los procesos de cambio de fase
en cuerpos unidimensionales semi-infinitos, es aquella que representa la imposicion de una
cierta temperatura en la frontera fija x = 0. En el problema — se impone una
condiciéon de temperatura dada por la constante 7Ty pero existen condiciones de borde mas
generales.

Una condicion de temperatura o de tipo Dirichlet en x = 0 se modela matematicamente
como:

T(0,¢) = To(t), >0, (1.18)

>



donde se especifica la temperatura en cada instante de tiempo de la frontera fija x = 0.
Se asume que la fuente de calor de la temperatura impuesta Ty = Ty(t), tiene un contacto
perfecto con la superficie del material [64},74].

Otra condicién que puede imponerse en el borde fijo x = 0 es una condicion de flujo
de calor o de tipo Neumann dada por:

oT
k—(0,t) = —q(t t>0 1.19
- (0,) = —qt), >0, (119
donde en este caso se impone la cantidad de calor ¢ = ¢(t) que entra en el borde fijo z = 0
por unidad de tiempo. Aunque, lo que realmente se impone en la practica, es la cantidad
de calor liberada sobre la frontera [2,64}/179).

Existen otras condiciones que representan més fielmente el proceso de imponer una
cierta temperatura en la frontera del medio. Estas condiciones son aquellas en las que
el flujo de calor que entra en el borde fijo x = 0 es proporcional a la diferencia entre la
temperatura de la frontera y la temperatura exterior a ella, la cual se desea imponer [64].
Una condicion con estas caracteristicas se denomina condicion convectiva o de tipo Robin

y estd dada por:

kg—Z(o, t) = h[Ty(t) — T(0,1)], t>0, (1.20)

donde la constante h representa el coeficiente de transferencia de calor en el borde fijo
x =0y Ty =Ty(t) es la temperatura ambiente.

Problemas de Stefan clasico a dos fases

Si un material unidimensional semi-infinito en la regién x > 0 se encuentra inicialmente
en estado sdlido a una temperatura 7, con T* < T (temperatura de cambio de fase) y en
el borde fijo z = 0 es calentado a una temperatura T > T, entonces se tiene un problema
de Stefan a dos fases cuya formulaciéon matemaética esta dada por: hallar la frontera libre
x =s(t), t >0y la temperatura T'= T'(z, t) dada por

To(x,t) si 0<z<s(t), t>0,

T(x,t) = Ty i r=s(t), t>0,
Ti(z,t) si x> s(t), t>0,
de manera que:
T 0Ty
pCQW— QW =0, O<{L‘<S(t), t >0, (121)
0Ty 0*Ty
pclﬁ — le =0, xr > S(t), t >0, (122)
Ty(x,0) =T" < Ty, x>0, (1.23)
15(0,t) =Ty > Ty, t>0, (1.24)
Ti(s(t),t) = Ty(s(t),t) =1y, t >0, (1.25)
oT: oT: )
kla—;(s(t),t) - kga—;(s(t), t) = pls(t), t>0, (1.26)
s(0) =0, (1.27)



donde p > 0 es la densidad de masa comun en ambas fases, k; > 0, ¢; > 0 con i = 1,2,
representan la conductividad térmica y el calor especifico, respectivamente, donde ¢ = 1
corresponde a la fase sélida, ¢ = 2 a la fase liquida y £ > 0 es el calor latente comin a
ambas fases. Este problema corresponde a un proceso de fusién pero se puede plantear
de manera andloga el problema de solidificacion. Esquematicamente este modelo puede
representarse como en la Figura (1.2

" = s(t)

=1Ty> 1Ty

T5(0,t)

Ty(2,0) =T* < Ty x

Figura 1.2: Representacién del problema de Stefan a dos fases dado por (1.21)-([1.27]).

Las ecuaciones y , representan la conduccion del calor para la fase sélida
(1 = 1) y la fase liquida (i = 2), respectivamente. Las condiciones (1.23)), (1.24) y (1.25)
indican la temperatura inicial, la temperatura impuesta en el borde fijo x = 0 y la
temperatura en la frontera libre x = s(t) (temperatura de cambio de fase), las cuales
son constantes y estdn dadas por T*, Ty y T}, respectivamente. La condicién es la
condicién de Stefan y se deduce del principio de conservacion de la energia.

De manera andloga a lo realizado en el problema de Stefan a una fase, se puede hallar
la tinica solucién de tipo similaridad (7', s) para el problema de Stefan a dos fases ((1.21])-

(1.27) la cual esta dada por:

Ty —T* x
Ty(z,t) =T + L ——erfe [ —— t), t 1.2
o) =T+ e (S22, ess(t), t>0,  (L28)
Tf—TO T
T =T f—— <r< 1.2
o(z,t) =Ty + orf (€) er <2a2\/f)’ 0<z<s(t), t>0, (1.29)
s(t) = 2a26V/t, t>0, (1.30)

donde £ > 0 es la tnica solucion de la ecuacién trascendental:

exp(=2*)  Ste; exp(—b*z?) — /72 2> 0 (1.31)

Stes erf(z) b erfc(bz)
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siendo Ste; = @ > 0y Stey = CQ(T+TT” > 0 los nimeros de Stefan, b = % donde
a? = % (1 = 1,2) es la difusividad térmica para cada una de las fases y erfc denota la

funcion error complementaria definida por:

erfc(z) =1 —erf(2), z€R. (1.32)

Coeficientes térmicos variables

En la formulacién clésica del problema de Stefan a una fase — o a dos fases
-, se establecen ciertos supuestos sobre los factores fisicos involucrados en el
proceso de cambio de fase con el fin de simplificar la descripcién del modelo. Uno de estos
supuestos, es considerar la conductividad térmica k, el calor epecifico ¢, el calor latente ¢
y la densidad del material p, constantes positivas. Sin embargo, existen diferentes argu-
mentos de la Termodindmica que motivan a resolver problemas de Stefan con coeficientes
térmicos variables.

En los céalculos ingenieriles se acostumbra a utilizar coeficientes térmicos medidos fe-
nomenolégicamente, pero para algunos materiales los valores obtenidos en tablas no son
adecuados para predecir dichos coeficientes térmicos con una precisién satisfactoria pues
dependen de otros factores. Por ejemplo, el mecanismo de conduccion térmica de un gas
puede explicarse a nivel molecular utilizando los conceptos basicos de la teoria cinética de
los gases. La energia cinética de una molécula esta relacionada con su temperatura, pues
las moléculas en la regién de alta temperatura tienen velocidades mayores que aquellas en
una regiéon de baja temperatura. Las moléculas tienen un movimiento continuo aleatorio y
cuando chocan entre si intercambian energia y cantidad de movimiento o impetu. Cuando
una molécula se mueve de una regiéon de alta temperatura a una regién con menor tempe-
ratura, transporta energia cinética de una hacia la otra. Después de chocar con moléculas
mas lentas, cede parte de su energia a las moléculas de menor contenido energético. De
esta manera la energia térmica se transfiere de las regiones con mayor temperatura a las
regiones de menor temperatura en un gas mediante la interaccién molecular. De acuerdo
a esta descripcion, mientras mas rapido se mueven las moléculas, mas rapido transpor-
taran energia. Por consiguiente, la propiedad de transporte llamada conductividad térmica
depende de la temperatura del gas [119)].

Otro ejemplo, son las aletas que estan disenadas fisicamente para aumentar el area de
superficie en contacto con el fluido refrigerante que rodea el medio previsto. El analisis
de conduccion de calor de las aletas es de gran interés ya que se utilizan en muchas
aplicaciones industriales, como unidades de aire acondicionado, sistemas de refrigeracién
de procesadores y microprocesadores, sistemas de refrigeracion, intercambiadores de calor,
alabes de turbinas de gas y radiadores de automdviles. Hay varias soluciones analiticas
disponibles para predecir la distribucién de temperatura de las aletas pero se basan en la
suposicién de que todas las propiedades termofisicas, incluida la conductividad térmica
y calor especifico, son constantes. Para la mayoria de las situaciones reales con una gran
diferencia de temperatura entre la base de la aleta y su punta, se debe tener en cuenta
la variaciéon de la conductividad térmica del material de la aleta con la temperatura. Por
ejemplo, los radiadores de tubo de calor/espacio con aletas tienen aletas con conductividad
térmica dependiente de la temperatura [165].



Para propiedades termofisicas constantes del medio, la ecuacién del calor esta repre-
sentada como ya hemos visto por . Sin embargo, para la mayoria de los materiales,
los coeficientes térmicos son variables y dependientes de la temperatura. Una forma de
deducir la ecuacién del calor, asumiendo la densidad del material p > 0 constante y el
calor especifico ¢ = ¢(T') y la conductividad térmica k = k(T") variables y dependientes
de la temperatura 7' = T'(z,t), se obtiene en [101] y estd dada por:

pc(T)aa—f — % (k(T)g—Z) = 0. (1.33)

En los problemas clasicos de Stefan, el calor especifico y la conductividad térmica
del material son constantes. Desde la década de 1970, los investigadores han comenzado
a adoptar un modelo mas realista de representacién de parametros dependientes de la
temperatura debido a los recientes avances tecnoldgicos [4}5,21},28-311/43-47./51},53}/65./66)
72,73,100,|118}120},121},132}|145-148},152,159-162}172}, 178,182,192, 201].

En 1951, M. Storm en [178] introdujo una ecuacién para la conduccién del calor donde
los parametros térmicos de los metales simples dependen de la temperatura y verifican
cierta relacion matematica, lo cual resulté ser de gran motivacién para investigaciones
posteriores. En 1985, C. Rogers en [159], obtiene la solucién exacta de un problema de
Stefan a dos fases con condicion de tipo Neumann en el borde fijo para materiales de tipo
Storm. En 1999, A. Briozzo, M. Natale y D. Tarzia en [50] consideran un problema de
Stefan para la ecuacion no-lineal de conduccién del calor que admite una clase de solucién
exacta andloga a la solucién clasica dada por Lame-Clapeyron en [126]. Consideran ademaés
en el borde fijo una condiciéon de temperatura y una sobrecondicion de flujo de calor en
un material semi-infinito para el proceso de cambio de fase de materiales de tipo Storm y
determinan la temperatura y los coeficientes térmicos a partir de los datos, dependiendo
si la frontera es libre o mévil. En 2000, M. Natale y D. Tarzia en [145], consideran un
problema de Stefan a dos fases para materiales de tipo Storm. Se obtienen soluciones
exactas para el problema en el que se impone una condicién de temperatura en el borde
fijo y para el problema en el que se impone una condiciéon de flujo en el borde fijo. En
2014, A. Briozzo y M. Natale en [43], consideran un problema de Stefan a una fase donde
se asume que la capacidad térmica y la conductividad térmica satisfacen la condicion de
Storm. Se obtienen soluciones explicitas de tipo similaridad para el problema con condiciéon
de temperatura en el borde fijo y para el problema en el que se impone una condicién de
flujo en el borde fijo. En 2018, A. Briozzo en |41] considera un problema de Stefan similar
donde la conductividad térmica y el calor especifico satisfacen la condicion de Storm pero
se determinan coeficientes térmicos a partir de imponer en el borde fijo un condicién de
flujo y una sobrecondicién convectiva.

En 2003, M. Natale y D. Tarzia en [146], consideran un problema de Stefan a una
fase para la ecuacién de conduccién del calor no lineal con un término convectivo. En
el mismo consideran la conductividad térmica variable de la forma k(7T,x) = pc(aljbdz‘i”)2
donde a, b, d son parametros positivos tal que a+bTy > 0. En dicho problema encuentran
solucion explicita imponiendo una condicion de flujo en el borde fijo. En 2006, los mismos
autores en [147], consideran un problema de Stefan a una fase con conductividad térmica
variable de la forma k(T') = m donde a + b1y > 0. Obtienen soluciones explicitas
de dos problemas: el de temperatura constante en el borde fijo y el problema que surge

imponiendo una condicién de flujo en el borde fijo.




En 2014, A. Briozzo y M. Natale en [44] plantean dos problemas de Stefan: uno, con
condicién de temperatura en el borde fijo y, el otro, con condicién de flujo en el borde
fijo, para la ecuacion no clésica del calor en la que interviene una funciéon de control con
coeficientes térmicos no lineales y dependientes de la temperatura p = p(T), ¢ = ¢(T) y
k = k(T'). Si bien los coeficientes térmicos no adoptan una forma particular, bajo ciertas
hipétesis, se prueba existencia de solucion de tipo similaridad.

En los ultimos tres anos, varios estudios han demostrado que modelizar los parametros
térmicos como funciones de la temperatura pueden describir los procesos de cambio de
fase con mayor precisién y realismo y pueden ser méas ttiles para aplicaciones fisicas e
industriales [17],18,22,[23}25]32,33,135H38}, 76}, 122-125,|149,|150].

Estudios recientes han demostrado que las propiedades térmicas de los materiales
admiten un comportamiento no lineal con respecto a la temperatura y los investigadores
se han dado cuenta de que modelar las relaciones funcionales p = p(T), ¢ = ¢(T) y
k = k(T) dependen del tipo de ajuste de correlacién de datos, como ley de potencia,
polinomial o exponencial. Debe notarse que dada la no linealidad del problema de Stefan
clasico, debido a la condicién de Stefan, en el caso de coeficientes térmicos variables
dependientes de la temperatura, se tiene una doble no linealidad.

En 1974, S. Cho y J. Sunderland en [73] estudiaron un problema a dos fases con
condicién de temperatura en el borde fijo para un material unidimensional semi-infinito
con calor especifico constante y conductividad térmica dependiente de la temperatura.
Tal dependencia se asume lineal, la cual es una buena aproximacion de céomo actian
la mayoria de los materiales, como por ejemplo, el agua. En dicho trabajo se obtienen
soluciones exactas para la temperatura en ambas fases y la frontera libre que separa
ambas fases transformando el problema de Stefan en un problema diferencial ordinario
donde interviene la funcién que denominan funcion error modificada definida como la
solucién ¢5 = ¢s(n) de la ecuacién diferencial de segundo orden:

dos > dos

T pop=2 — 1.34
i +77dn , (1.34)

d

an ((1 + 65)

con las condiciones iniciales: ¢5(0) = 0y ¢s(4+00) = 1, donde § > —1 es el coeficiente
que caracteriza a la conductividad térmica lineal respecto a la temperatura y que esta

dada por: k(T) = ko (1 + (5;;__?;). En dicho trabajo S. Cho y J. Sunderland, aseguran

que la solucion del problema diferencial ordinario definido por la ecuacién con
las condiciones iniciales ¢5(0) = 0, ¢s(+00) = 1, puede ser obtenida mediante métodos
numéricos. Sin embargo, en 2017, A. Ceretani, N. Salva y D. Tarzia en [65], prueban
existencia y unicidad de solucién analitica y no negativa de la funcion error modificada.

En 1987, D. Oliver y J. Sunderland en [152] proponen el mismo problema planteado por
S. Cho y J. Sunderland en [73] con la excepcién que en este caso tanto la conductividad
térmica como el calor especifico en cada fase son variables y lineales con respecto a la
temperatura. En el mismo obtienen soluciones semi-analiticas al problema de Stefan a
dos fases donde se impone una condicién de temperatura en el borde fijo. Al problema de
Stefan lo transforman en un problema diferencial ordinario donde interviene nuevamente la
funcién error modificada definida como la solucién ¢.5 = ¢,5(n) de la ecuacion diferencial
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ordinaria de segundo orden:

d d d
% ((1 + 5%)%) + 21 (1 + vyys) ;b;(; =0, (1.35)

con las condiciones iniciales ¢,5(0) = 0, ¢,5(+00) = 1 y donde las constantes v > —1,
0 > —1 dependen de los coeficientes que caracterizan a la conductividad térmica y al

calor especifico lineales con respecto a la temperatura dadas por k(T") = ko (1 + Oé;; —_%)

yc(T) = ¢ (1 + B%), respectivamente. Recientemente en 2020, A. Ceretani, N. Salva

y D. Tarzia en [67], prueban existencia y unicidad de solucién no negativa, acotada y
analitica de la funcion error modificada definida por con las condiciones iniciales
$46(0) = 0, ¢y5(+00) = 1. También, en el mismo aflo, L. Bougoffa y A. Khanfer en [36],
obtienen solucién explicita del mismo problema pero prueban existencia y unicidad de
solucion de una forma diferente, obteniendo cotas superiores e inferiores para la solucion
del modelo. En 2021, L. Bougoffa, R. Rach y A. Mennouni en [3§], retoman este problema
en el que extienden el analisis del mismo y donde obtienen una solucién aproximada
mediante el método de descomposicién de Adomian.

En 2018, A. Ceretani, N. Salva y D. Tarzia en [66] obtienen unica solucién exacta de
tipo similaridad de un problema de Stefan a una fase para la solidificacién de un material

semi-infinito # > 0, con conductividad térmica de la forma k(T) = ko (1 + ﬁ%),
B > 0y con una condicién de tipo Robin en el borde fijo x = 0. La existencia y unicidad
de solucién de dicho problema queda garantizada probando la existencia y unicidad de
solucién de la ecuaciéon diferencial ordinaria:

d do do

p ((1 + 5¢)d—n) - 277d—77 =0, 0<n<A (1.36)

con las condiciones (1 + £¢(0)) %(0) —v¢9(0) =0y ¢(A\) =1 con v > 0, cuya solucién
¢ = ¢(n) es la denominada funcion de error modificada generalizada.

En 2020, A. Kumar, A. Singh y R. Rajeev en [125] plantean un problema de Stefan
a una fase para la fusién de un material semi-inifinito donde se impone una condicién de
temperatura en el borde fijo z = 0 y la conductividad térmica es variable y dependiente

de la temperatura de la forma: k(T) = ko (1 + 5 (%) t‘a/2> con a y 3 constantes
positivas. Se obtienen soluciones aproximadas de dicho problema a través del método de

Tau.

En ese mismo ano, estos autores en [123], consideran un problema de Stefan unidimen-
sional a una fase con una condicién de tipo Dirichlet en el borde fijo con conductividad
térmica y calor especifico dependientes de la temperatura dados por:

K(T) = ko (140 (725)"). (1) =co (146 (F2)"). (1.37)

respectivamente, donde T es la temperatura a ser determinada, Tj es la temperatura
inicial impuesta en la condicién de tipo Dirichlet, T} es la temperatura de cambio de fase,
p, ¢ son constantes no negativas, 3, 6 son constantes positivas, y kg, ¢o son las coeficientes
térmicos de referencia de la conductividad térmica y el calor especifico, respectivamente.
En dicho trabajo obtienen solucién exacta para los casos S =~v, p=q=1yp=q=2
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en . Para el caso general, obtienen soluciones aproximadas a través del método de
Tau. En [122] consideran el mismo problema de Stefan pero imponiendo una condicién
convectiva en el borde fijo x = 0, en el que obtienen existencia y unicidad de solucién de
tipo similaridad para el caso 3 =7, p=¢=1en y soluciones numéricas a través
del método de Tau para el caso general.

En 2021, L. Bougoffa y A. Khanfer en [37], obtienen soluciones de tipo similaridad para
un problema de Sefan no clasico a una fase, en donde la ecuacién del calor que gobierna
el problema contiene una fuente de calor, y los coeficientes térmicos son variables de
manera lineal con respecto a la temperatura (en p = q = 1) y donde se impone una
condicién de borde de tipo Robin.

En 2023, L. Bougoffa, S. Bougouffa y A. Khaner en [35], consideran el mismo problema
de Stefan a una fase donde se impone una condiciéon de temperatura en el borde fijo y se
consideran los coeficientes térmicos variables de orden p, es decir de la forma con
B#6,0>—1,0>—1yp=gq>0. En este trabajo, se obtienen soluciones aproximadas
implicitas del problema.

Métodos de aproximacién por balance integral

Las soluciones explicitas o exactas de los problemas de Stefan nos proporcionan un co-
nocimiento perfecto del proceso de estudio del problema de cambio de fase, sin embargo
hallar este tipo de soluciones no es tarea sencilla. Debido a la naturaleza no lineal de
los problemas de Stefan, las soluciones analiticas se limitan a unos pocos casos y se hace
necesario el estudio de métodos de aproximacion de soluciones.

Uno de los métodos de aproximacion, estudiados en la presente Tesis, es el método de
balance integral calérico introducido en 1958 por T. Goodman [96], como una adaptacién
del método integral de Karman-Pohlhausen, que se trata de una técnica matematica
aproximada para resolver problemas de transferencia de calor y particularmente para
determinar la ubicacion de la frontera libre en problemas de conduccién de calor que
involucran un cambio de fase. Este método consiste en transformar la ecuacion del calor
en una ecuacién diferencial ordinaria en el tiempo asumiendo un perfil de temperatura
cuadratico en la variable espacial.

Dado que se han encontrado soluciones exactas para muchos problemas de transferen-
cia de calor, el método de balance integral ha tenido su mayor impacto en los problemas
de Stefan, donde se pueden encontrar muy pocas soluciones exactas. Obviamente, existen
otras técnicas de solucion aproximada, como métodos numéricos, soluciones de perturba-
cion y métodos de rayos.

Uno de los mecanismos de la conduccion del calor es la difusién, la excitacion en el
borde fijo z = 0 (por ejemplo, una condicién de temperatura, un flujo o una condicién
convectiva) no se propaga inmediatamente a todo el material > 0 sino que su efecto
se percibe en un intervalo acotado (0,d(t)), para cada tiempo t > 0, fuera del cual la
temperatura permanece igual a la temperatura inicial. El método del balance integral
introducido por Goodman, postula la existencia de una funcién § = 6(¢) que mide la capa
térmica, es decir, la distancia hasta la cual penetra el calor. En los problemas de cambio
de fase, a esta capa térmica, se la asume como la frontera libre, es decir §(t) = s(t).
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Método de balance integral clasico

Se ilustra a continuacién cémo aplicar el método de balance integral al problema de Stefan
a una fase ([1.1))-(1.5) considerando, sin pérdida de generalidad, 7y = 0. Si la temperatura
T satisface la ecuacién del calor (1.1)) en (0, s(t)), entonces también se verifica

s(t) s(t)

or 0*T

— . 1.
T (x,t)dr = 97 —(x,t)dz, t>0 (1.38)

S —

Este promedio o “balance integral calérico” es un balance energético que, suponiendo
que s = s(t) es continuamente derivable y usando la regla de Leibnitz, puede expresarse
como:

s(t)

d k [O0T aT
— [T =T > — |= - — 1.
“ / (2, )da <s<t>,t>s<t>+pc { —(s(t),1) = (0, t)} £>0,  (139)
0
y de las condiciones ([1.3]) y (1.4)), se obtiene la siguiente condicién integral:
7 kol .  OT
— | T(z,t)de = — |—s(t) + —(0,¢t t>0. 1.40
i [ reow =2+ Ton], o> (1.40)
0

Por otro lado, si se deriva con recpecto a t la condicién ([1.3)), se despeja $(t) y se la
reemplaza en la condicién de Stefan (1.4)) se obtiene la condicién (1.7)), a través de la cual

se mostrd la no linealidad del problema de Stefan, es decir:

T\’ (°T

Asi, el método de balance integral cldsico introducido en [96] para resolver el problema
— con Ty = 0, propone la resoluciéon de un problema que resulta de reemplazar
la ecuacién (|1.1)) por la condicién integral ({1.40) - y la condicién de Stefan (1.4) por la
condicién ((1.41)), manteniendo las demds condiciones del problema (|1.1] . iguales.
Esto es, hallar la temperatura T = T'(x, ) en la regién liquida 0 < z < s( ) v la frontera
libre x = 5(t), t > 0 tal que

% /T(x,t)dx = ;—f |:%€S(t) + Z—Z(O,t) , 0<x<s(t), t>0, (1.42)
T(OO, 1) =Ty >0, £>0, (1.43)
T(s(t),t) =0, t >0, (1.44)
(8—2)2 (s(t),t) = é% (s(t),1), t >0, (1.45)
s(0) = 0. (1.46)

Para resolver el problema ({1.42))-(1.46)) se propone un perfil de temperatura cuadrético
en la variable espacial definido por:

T

T(z,t) = ATy (1 - %) + BT, (1 - %))2, 0<a<3(t), t>0, (1.47)
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y del hecho de conocer la solucién exacta de la temperatura del problema de Stefan (|1.1)-

1) es matemdaticamente razonable asumir que la temperatura aproximada 7' = T'(z, t)
dada por (1.47)) se comporte de manera similar a la exacta T' = T'(x,t) dada por (|1.16)
con Ty = 0; es decir: su signo, monotonia y convexidad en el espacio (1.8 y (1.10).

Asi, se asumen las siguientes condiciones sobre T":

0<T(x,t)<Tp 0<z<3(t), t>0, (1.48)
oT T+ o= x _
o°T, . 2BT,

de lo que resulta que las constantes adimensionales A y B deben ser positivas.

De acuerdo al perfil adoptado ((1.47) y en virtud de ((1.42)) se tiene la igualdad:

- A B\ 0. (A+2B)a’T
S(t)To (5 —f‘ g) == _E S(t) ‘f‘ T,

de donde se obtiene que 5(t)§(t) = const. > 0y de ([1.46]), existe E > 0 tal que
3(t) = 2aVt,  t>0, (1.51)

teniendo la frontera libre del problema aproximado ([1.42))-(1.46), la misma forma del
problema exacto ([1.1))-(1.5]).

A pesar de que el método de balance integral puede no ser siempre tan preciso co-
mo otras técnicas de aproximacion de soluciéon como métodos numéricos, soluciones de
perturbacion, etc., sigue siendo una opciéon popular debido a su simplicidad y al he-
cho de que produce soluciones analiticas para una amplia gama de problemas y va-
lores de parametros. Es por ello que desde hace varias décadas, se vienen publican-
do articulos que han utilizado este método de aproximacién y han ido surgiendo va-
riantes del mismo aplicados a una gran variedad de problemas térmicos y de frontera

libre, asumiendo distintos perfiles de temperatura (polinomios ctibicos, exponenciales,
ete.) [21},24,27,1904102}, 103, 108,109}|131},133-140,|164.|181}/197].

Un problema principal reciente que surge de la aplicacion del método de balance
integral se ha extendido al area de la conduccién de calor no lineal [86,[104-107].

En esta Tesis se implementan el método de balance integral clésico [96] y dos variantes
del mismo: el método de balance integral modificado y el método de balance integral
refinado [1641|197], asumiendo un perfil de temperatura cuadratico en la variable espacial
del tipo , para hallar soluciones aproximadas a problemas de Stefan unidimensionales
a una fase.

Métodos de balance integral modificado y refinado

En 2001, A. Wood en [197] introduce una variante del método de balance integral que con-
siste en resolver el problema que resulta de reemplazar la ecuaciéon ((1.1f) por la condicion

14



(1.40), manteniendo las demés condiciones del problema ([1.1))-(1.5) iguales con 77 = 0.
Este problema, denominado método de balance integral modificado consiste entonces en

resolver el problema definido por las condiciones: ([1.2))-(L.5) y ([1.40), proponiendo un
perfil de temperarura cuadratico en la variable espacial dado por ((1.47)) y la frontera libre

estd dada por (|1.51)).

En 2006, otra variante del método de balance integral caldrico es introducida por N.
Sadoun, E. Si-Ahmed y J. Colinet en [164]. Si se integra la ecuacién (1.1]) respecto de £
entre 0 y x, se obtiene:

T

oT k y 92T
/ ar &A= 0 e (&
0 0
k (0T oT
= <%(a:,t) - %(O,t)) , O<a<s(t), t>0, (1.52)

y si se integra esta tltima expresion con respecto a = entre 0 y s(t), teniendo en cuenta

la condicién (|1.3]) con T = 0, se obtiene:

S(t) x

//%—f(&t)dﬁdx = —pﬁc (T(o,t) - s(t)g—z<0,t)) o O<w<s(t), >0 (153)

0 0

Esta variante del método de balance integral para resolver el problema -,
propone la resolucién del problema aproximado que resulta de reemplazar la ecuacion
por la condicion , manteniendo todas las demas condiciones del problema —,
iguales. Esta técnica, denominada método de balance integral refinado, consiste entonces
en resolver el problema definido por las condiciones: — y (1.53)), proponiendo un
perfil de temperarura cuadratico en la variable espacial dado por (|1.47)).

Anélogamente al método de balance integral clasico, de acuerdo al perfil adoptado
(11.47)), se tiene:
oT s(t) ~ 2B
—(z,t) = To [ (A+2B)r — ——2a?
3720 = syt (1 2B - 25%).
y en virtud de (T.53) se obtiene que 3(t)5(t) = const. > 0. Por lo tanto, usando (L.5)),
la frontera libre del problema aproximado que resulta de aplicar el método de balance

integral refinado definido por ([1.2)-(1.5) y (1.53)) es como en ([1.51)), es decir, de la misma
forma que la del problema exacto (1.1])-(1.5]).

Breve resumen de los capitulos

En esta Tesis se generalizan matematicamente algunos de los resultados obtenidos en la
bibliografia existente, hallando soluciones exactas de tipo similaridad de problemas de Ste-
fan unidimensionales a una fase y a dos fases donde se consideran la conductividad térmica
y el calor especifico variables y dependientes de la temperatura. Se estudia, ademas, la
existencia y unicidad de soluciones exactas de casos particulares de los problemas recién
mencionados que resultan de resolver problemas aproximados definidos al aplicar métodos
de balance integral a dichos problemas de Stefan.
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Esta Tesis estd organizada en cinco capitulos, siendo el primero esta Introduccién. A
continuacion se presenta un breve resumen de los capitulos restantes.

Capitulo 2: Soluciones exactas de problemas de Stefan a una fase
con coeficientes térmicos variables

En este capitulo se consideran problemas de Stefan unidimensionales a una fase para un
material semi-infinito > 0 con conductividad térmica y/o calor especifico variables y
dependientes de la temperatura. Este capitulo esta dividido en dos partes:

Parte I. Problemas de Stefan a una fase con conductividad térmica y calor
especifico dependientes de la temperatura

Motivado por [123], se prueba existencia y unicidad de solucién de tipo similaridad para
los problemas de fusion:

1 Con condicién de tipo Dirichlet en el borde fijo z = 0:

or o or
pc(T)— 5 = o (k(T)ﬁ_x) ) 0<xz<s(t), t>0, (1.54)
T(0,t) =T, > Tf, t>0, (1.55)
T(s(t),t) = t >0, (1.56)
kog—:(s(t),t) = —pls(t), t >0, (1.57)
s(0) = 0. (1.58)
T Con condicién de tipo Neumann (¢ = 0) y de tipo Robin (¢ = 1) en el borde fijo
x=0:
or o oT
pe(T) 5 = 5- (k(T)%> , 0<az<s(t), t>0, (159
oTr h
k(T(Ovt))%(()?t) - % <€T(O7t) - TO) ) t>0, (160)
T(s(t),t) =Ty, t>0, (1.61)
oTr .
koa (s(t),t) = —pls(t), t>0, (1.62)
s(0) = 0. (1.63)

donde p > 0 es la densidad de masa, £ > 0 es el calor latente, T es la temperatura de
cambio de fase y Ty > T representa la temperatura en el borde fijo x = 0 en el problema

(1.54)-(1.58) o la temperatura ambiente en el problema (1.59)-(1.63)). La conductividad

térmica y el calor especifico se consideran variables y dependientes de la temperatura
T =T(x,t) y estan definidos por:

K(T) = ko (140 (;sz;)p) , (1.64)

o(T) = ¢4 (1+5(£‘_%)p), (1.65)




con ¢ y p constantes no-negativas dadas, ko = k(1) y ¢o = ¢(1) la conductividad térmica
y el calor especifico de referencia, respectivamente.

Luego, se realiza un andlisis del comportamiento asintético cuando h — +o0o donde se
demuestra que la solucién del problema — con la condicién de tipo Robin (¢ =
1) en el borde fijo z = 0 converge a la solucién del problema — con la condicion
de tipo Dirichlet en el borde fijo z = 0. También se dan ejemplos computacionales donde
se muestran los resultados tedricos deducidos previamente.

Parte II. Problema de conduccién de calor con conductividad térmica depen-
diente de la temperatura

A partir del problema de Stefan unidimensional a una fase para la solidificacién de un
material semi-infinito z > 0 con conductividad térmica no lineal y dependiente de la
temperatura y calor especifico constante, en el que se impone una condiciéon de tipo
Robin en el borde fijo z = 0:

pc%—f = % (k:(T)g—Z) : 0<z<s(t), t>0, (1.66)
k(T(O,t))Z—Z(O,t) = % [T(0,t) —T,], t >0, (1.67)
T(s(t),t) =T, t >0, (1.68)
k(T(s(t),t)) Z—Z(s(t),t) = pls(t), t >0, (1.69)
s(0) =0, (1.70)

y motivado por |66} /73], se estudia la existencia y unicidad de solucién del problema de
conduccién de calor definido por:

oT 0 oT
P = o (k(T)%) , x>0, t>0, (1.71)
oT h
k<T(0’t))a_fL‘<07 t) - % [T(O7t) - To] ) t> 07 (172)
T(+o00,t) =T, t>0,  (L73)

donde p > 0 es la densidad de masa, ¢ > 0 es el calor especifico, k = k(T') es la conducti-
vidad térmica y estd dada (1.64) con p > 1, Tj es la temperatura ambiente, Ty > Tj es la
temperatura de cambio de fase y h > 0 es el coeficiente que caracteriza la transferencia
de calor en z = 0.

La tnica solucion del problema de conduccién de calor —, denominada
funcion de error modificada p-generalizada, se obtiene utilizando un adecuado operador
de contraccién. Por ultimo, se estudia el comportamiento asintotico demostrando que la
solucién del problema con condicién de tipo Robin — converge a la solucion del
mismo problema pero imponiendo una condicién de tipo Dirichlet en el borde fijo x = 0,
T(0,t) = Tp, en lugar de la condicién (1.72)).

Los resultados obtenidos en este capitulo han sido publicados en [22] y [23]:
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e J. Bollati, M. F. Natale, J. Semitiel y D. A. Tarzia. Existence and uniqueness of solu-
tion for two one-phase Stefan problems with variable thermal coefficients. Nonlinear
Analysis: Real World Applications, 51:103001, 2020.

e J. Bollati, M. F. Natale, J. Semitiel y D. A. Tarzia. Existence and uniqueness of the
p-generalized modified error function. Electronic Journal of Differential Equations,
1-11, 2020.

Las referencias bibliogréficas de este capitulo son: [2}/7,21-24,30}34,43/46,51},/64-661 70,
72,(73/[79-81,99,115123][130}132}/142,/145||146}148./152,/159,[160}[167,/174,182,/184}[193}201].

Capitulo 3: Soluciones exactas de problemas de Stefan a una fase
con coeficientes térmicos variables con fuentes de calor

En este capitulo se proporciona un estudio acerca de la existencia y unicidad de solucion
de tipo similaridad de un problema de Stefan unidimensional a una fase para la fusién de
un material semi-infinito x > 0 donde se asume una condicién de tipo Dirichlet en el borde
fijo z = 0 y se describe por una ecuacién no clasica de calor y no lineal con conductividad
térmica y calor especifico dependientes de la temperatura y una fuente £’ de calor en el
interior del material. El modelo matematico que describe el proceso de cambio de fase es
el siguiente:

pc(T)aa—f = 8% (k(T)g—Z) — F, 0<z<s(t), t>0, (1.74)
T0,t) =T, > Ty t >0, (1.75)
T(s(t),t) =Ty, t>0, (1.76)
k(T(s(t),t)g—z(s(t),t) = —pls(t), t >0, (1.77)
s(0) = 0, (1.78)

donde la densidad de masa es p > 0, los coeficientes térmicos k = k(T) y ¢ = ¢(T) estan
dados por (|1.64]) y (1.65)), respectivamente, Tj es la temperatura impuesta en el borde fijo
x =0, Ty <Tj es la temperatura de cambio de fase y el calor latente es ¢ > 0.

Notar que el estudio de la existencia y unicidad del problema ([1.74))-(1.78)) sin término
fuente, F' = 0, se desarrolla en el Capitulo 2 de esta Tesis.

El plan de este capitulo es el siguiente:

Primero, se prueba la existencia y unicidad de solucién al problema ((1.74))-(1.78)) con-
siderando la funcién de control F' definida como en [51]:

F = Fy(z,t) :”%5 (ﬁ) 0<z<s(t), t>0, (1.79)

donde 8 = (1) en una funcién con propiedades de regularidad apropiadas [51},172].

Luego, motivado por |[172], se estudia un caso particular donde 3 es de tipo exponencial:

1

Bn) = 5 exp(=n"), 1> 0. (1.80)
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Finalmente, se demuestra existencia y unicidad de solucién del problema ([1.74)-(|1.78])
considerando la funciéon de control F' dependiende de la evolucién del flujo de calor en el
borde fijo z = 0 como en [47]:

oT Ao OT
F=F, <%(0,t),t) = %%(o,t), t>0, (1.81)

con A\g > 0. En este caso, se obtiene una ecuacién de calor no cldsica como en [1864{190].
Los resultados obtenidos en este capitulo han sido publicados en [25]:

e J. Bollati, M. F. Natale, J. Semitiel y D. A. Tarzia. Exact solution for non-classical
one-phase Stefan problem with variable thermal coefficients and two different heat
source term. Computational and Applied Mathematics, 41:375, 2022.

La bibliografia que se tuvo en cuenta para la redaccién de este capitulo es la siguiente:
[2,/13,224[25,37-40,,47,52,/55./564|6 3}, 64}, 66,67, 69,|75.88],89,93,94, 99, |1 13}|1 14}, 123}, 132,|146,
152,/159-161},172,(184}186,190].

Capitulo 4: Soluciones exactas de problemas de Stefan a dos fases
en un dominio angular con coeficientes térmicos variables

En este capitulo, motivado por |144}|196|/199], se considera un problema de frontera libre
unidimensional a dos fases para la solidificaciéon de un material semi-infinito > 0 en un
dominio angular donde la conductividad térmica y el calor especifico son dependientes de
la temperatura.

En el momento inicial, la temperatura en el borde fijo z = 0, desciende hasta el punto
de congelacion y da comienzo a la solidificacion del material. A medida que el liquido se
solidifica, se encoge y aparece un dominio angular, es decir, una regién vacia entre x = 0
y x = rs(t) donde z = s(t) es la posicién de la interfase y

r=1-2¢(0,1), (1.82)
P1
siendo p; > 0 la densidad de la regién ¢ donde ¢ = 1 es la regién sdlida, ¢ = 2 es la region
liquida.

Esto lleva al siguiente problema de Stefan con una condiciéon de tipo Dirichlet en el

borde x = rs(t):

E% <k1(T1)%> = p1cy(Th) (% + rs(t)%) , rs(t) <x <s(t), t>0, (1.83)
% (kQ(TQ)%) = pQCQ(Tg)%, T > S(t), t >0, (184)
Ty(+00,t) = To(x,0) = B > Ty, x> s(t), (1.85)
Ti(s(t),t) = Tu(s(t),t) = Ty, t>0, (1.86)
(T (5(0),1) S (5(0), 1) — kalTols(0), ) T2 (0, 1) = ml3(1), 1> 0, (187
5(0) = 0, (1.88)
Ti(rs(t),t) = A < Ty, t>0, (1.89)
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donde la temperatura del sélido y del liquido es T; = T;(x,t) parai = 1, 2, respectivamente,
Ty es la temperatura de congelaciéon con A < Ty < B, £ > 0 es el calor latente de fusién
por unidad de masa, los coeficientes térmicos se consideran variables y estan dados por:

k(T =k [1+ 8 (725) "], (1.90)
o) = [1+ 5 (32)"] (1.91)

para i = 1,2, con $; > 0y p; > 0, donde kf = k; (T*) y ¢f = ¢; (T*) son la conductividad
térmica de referencia y el calor especifico de referencia, respectivamente, y la difusividad

térmica del solido y el liquido, respectivamente, estan dadas por «; = & para 1=1,2.

Este capitulo esta organizado en tres partes:

En la primera parte, se demuestra existencia y unicidad de solucién de tipo similaridad
del problema de frontera libre a dos fases (proceso de solidificacién) en un dominio angular

definido por (|1.83))-(1.89).

En la segunda parte, se considera el mismo problema pero con una condicién de tipo
Neumann en el borde z = rs(t). Més precisamente, se prueba existencia y unicidad de
solucion de tipo similaridad del problema de frontera libre a dos fases en un dominio

angular que esté definido por las ecuaciones ((1.83)) y ([1.84]), las condiciones ([1.85])-(/1.88|)

y la condicion:

oTy _ 4o
a—x(’lﬂsaf),t) = %, go > O, t> 0, (192)

en lugar de la condicién ((1.89)) del problema (|1.83])-(/1.89).
Por tltimo, en la tercera parte, y motivado por [16,/68,|188|, se impone la sobrecon-

dicién de tipo flujo en el borde z = rs(t) dada por , al problema — con
condicién de tipo Dirichlet en = = rs(t), con el objetivo de determinar simultdneamente la
temperatura T; = T;(x,t), con i = 1,2, la frontera libre z = s(¢) y uno de los coeficientes
térmicos desconocidos elegidos entre {p1, ps, ¢}, ¢, kT, k3, 0}

]{?1 (Tl (TS(t), t))

Los resultados de este capitulo han sido aceptados para su publicacién [26]:

e J. Bollati, M. F. Natale, J. Semitiel y D. A. Tarzia. Determination of one unknown
coefficient in a two-phase free boundary problem in an angular domain. Journal of
Mathematical Analysis and Applications, 531:127775, 2024.

Para la escritura de este capitulo se tuvo en cuenta la siguiente bibliografia: 2,4, 5|14,
16.,125],126., 28,145, 166,68, 73],[75,95], 98, 118,123,125, [144},[152},[162},[163], 166l 179, 180,183,188,
192}196,/198-200).

Capitulo 5: Soluciones aproximadas de problemas de Stefan a una
fase mediante métodos de balance integral

En este capitulo, se obtienen soluciones analiticas aproximadas de problemas de Stefan
unidimendionales a una fase para la fusion de un material semi-infinito = > 0. La técnica

utilizada para hallar tales aproximaciones es el método de balance integral clésico [96] y
dos variantes del mismo: el método de balance integral modificado y el método de balance
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integral refinado [164}/197]. Para cada una de estas aproximaciones, se propone un perfil
de temperatura cuadrético en la variable espacial dado por ((1.47)).

Este capitulo esta dividido en cuatro partes:

Parte I. Soluciones aproximadas de un problema de Stefan a una fase con
condicion convectiva en el borde fijo

Se estudia el problema de Stefan unidimensional a una fase (P) para la fusion de un
material semi-infinito x > 0 en el cual los coeficientes térmicos son constantes y en el que
se impone una condiciéon convectiva o de tipo Robin en el borde fijo z = 0:

or  k 0*T

E = p—c@, <z < S(t), t >0, (193)
orT h

K5y (0.0 = Z(T0.0) =), >0, (1.94)

T(s(t),t) =0, t>0, (1.95)
orT :

kﬁ_x(s(t)’t) = —pls(t), t >0, (1.96)

s(0) =0, (1.97)

donde la conductividad térmica k, la densidad de masa p, el calor especifico ¢ y el calor
latente ¢ son constantes positivas, 7 > 0 es la temperatura ambiente y h > 0 es el
coeficiente que caracteriza la transferencia de calor en el borde fijo x = 0.

Notar que el problema ((1.93)-(1.97) es un caso particular del problema (|1.59))-(|1.63))
cone=1,T;=0,k(T)=ko=ky c(l') = cy = c constantes positivas considerado en el
Capitulo 2 de esta Tesis.

Para el problema (P), se obtienen soluciones analiticas de los siguientes problemas
aproximados que surgen de aplicar los métodos: de balance integral clasico, de balance
integral modificado y de balance integral refinado, proponiendo un perfil de temperatura
cuadratico en la variable espacial dado por ([1.47)):

1 Problema (P;): aplicando el método de balance integral cldsico queda definido por

(T40), (T.41)), (1.94), (1.95) v (1.97).

1 Problema (P3): aplicando el método de balance integral modificado queda definido
por (|1.40)), (1.94)-(1.97).

T Problema (P3): aplicando el método de balance integral refinado queda definido por
(L1.53]), (1.94)-(1.97).

También, se estudia el comportamiento asintético de las soluciones de los problemas
aproximados (P;) con i = 1,2,3 cuando h — +o00, recuperando las soluciones exactas de
los problemas aproximados (P;) con i = 1,2,3 que se definen de igual manera que los
problemas (P;) pero imponiendo una condicién de temperatura 7y > 0 en el borde fijo
x = 0, en lugar de la condiciéon convectiva .

Por ultimo, y teniendo en cuenta el hecho de conocer la temperatura exacta y la
posicién de la frontera libre de los problemas (P) y (P.) (este tltimo se define de igual
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manera que el problema (P) pero imponiendo una condicién de temperatura 7 > 0 en el
borde fijo z = 0, en lugar de la condicién convectiva en = 0) obtenida en |185],
se comparan las soluciones exactas de los problemas (P) y (P4) con las soluciones de los
problemas aproximados (P;) y (P;x), con i = 1,2, 3, analizando el error cometido en cada
caso.

Parte II. Soluciones aproximadas de un problema de Stefan a una fase para
una ecuacion no clasica del calor con fuente y una condicién de temperatura
en el borde fijo

Se estudia el problema de Stefan unidimensional a una fase (Pr) para la fusién de un
material semi-infinito x > 0 para una ecuacién no clésica del calor con una fuente externa
F' que depende de la evolucién del flujo de calor en el borde fijo x = 0, es decir:

oT X OT
F (%(O,t),t) = %%(O,t), t>0, (1.98)

con \g > 0 una constante dada, y donde se impone una condiciéon de tipo Dirichlet en el
borde fijo x = 0:

2

pc%—f—k% = —F (2£(0,1),t), 0<x<s(t), t >0, (1.99)

T(0,t) = Ty > 0, t>0, (1.100)

T(s(t),t) =0, t >0, (1.101)
oT :

k%(s(t),t) = —pls(t), t>0, (1.102)

s(0) =0, (1.103)

donde la densidad de masa p > 0, el calor especifico ¢ > 0, la conductividad térmica
k >0,y > 0, la temperatura Ty > 0 en el borde fijo x = 0 y el calor latente ¢ > 0 son
constantes.

El problema (Pr) fue estudiado en [56] y puede observarse que es un caso particular
del problema (1.74)-(1.78) con Ty = 0, k(T") = ko = k y ¢(T') = ¢y = ¢ constantes positivas

considerado en el Capitulo 3 de esta Tesis.

Para este problema se obtienen tinicas soluciones analiticas de los problemas aproxi-
mados que surgen de aplicar el método de balance integral cldsico y dos variantes del
mismo, proponiendo un perfil de temperatura cuadrético en la variable espacial (1.47)):

T Problema (Pp, ): aplicando el método de balance integral clésico, queda definido por
(1.100), (1.101), (1.103), por la condicién

y por la condicién integral:

s(t) T 5
%/ﬂ T(x,t) de = — 8952(2 t) |:/7>\0 \(/tg) + k:] - és(t) (1.105)
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T Problema (Pg,): aplicando el método de balance integral modificado queda definido
por (L.100)-(T.103) y (T.105).

T Problema (Pg,): aplicando el método de balance integral refinado queda definido
por ({1.100)-(1.103)) y por la condicién integral:

/ /atétdédx—_[

Por 1ltimo, y teniendo en cuenta el hecho de conocer la temperatura exacta y la posi-
ci6én de la frontera libre del problema (Pr), se comparan entre si las soluciones analiticas
de los problemas aproximados (Pp ) con i = 1,2,3, con la solucién exacta del problema
(Pr), analizando el error cometido en cada caso.

GBT(0,1) + KT(0, 1) + kZE(0,1)s(t)| . (1.106)

Parte III. Soluciones aproximadas de un problema de Stefan a una fase para
una ecuacién no clasica del calor con fuente y una condicién convectiva en el

borde fijo

En este apartado, se obtiene la solucion exacta del problema de Stefan unidimensional
a una fase (Ppp,) para la fusién de un material semi-infinito £ > 0 gobernado por una
ecuacion no clasica del calor con F dada por , que satisface las condiciones
— y en el cual se impone una condicién de tipo Robin en el borde fijo z = 0
dada por:

orT h

ox
También, se obtienen unicas soluciones analiticas de los problemas aproximados que
surgen de aplicar los métodos: de balance integral clasico, balance integral modificado y
de balance integral refinado, al problema de Stefan a una fase (Pg;,) proponiendo un perfil
de temperatura cuadratico en la variable espacial ((1.47)):

(T(0,t) — Ty),  t>0. (1.107)

T Problema (Pg;): aplicando el método de balance integral cldsico queda definido por
(1.101), (L.103), (1.104), (1.105) y (1.107).

T Problema (Pp,p): aplicando el método de balance integral modificado queda definido
por (1.101)-(1.103), (1.105) y (1.107]).

T Problema (Pp,y): aplicando el método de balance integral refinado queda definido
por (1.101)-(1.103), (1.106) y (1.107]).

Ademas, se estudia el comportamiento asintético de las soluciones de los problemas
(Ppr) y (Pgp) con i =1,2,3 cuando h — 400, recuperando las soluciones exactas de los
problemas (Pr) y (Pg), con i = 1,2, 3 estudiados en la Parte II de este Capitulo.

Por tlitmo, y teniendo en cuenta el hecho de conocer la solucién exacta del problema
de frontera libre (Pgy,), se comparan entre si las soluciones analiticas de los problemas
aproximados (Pg,) con i = 1,2, 3, con la solucién exacta del problema (P gy,), analizando
el error cometido en cada caso.
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Parte IV. Soluciones aproximadas de un problema de Stefan a una fase con
conductividad térmica no lineal dependiente de la temperatura y una condi-
cion de temperatura en el borde fijo

En esta dltima parte del Capitulo 5, se considera un problema de Stefan unidimensional a
una fase (Pj) para la fusién de un material semi-infinito > 0 con conductividad térmica
variable y dependiente de la temperatura 7" definida como en [147]:

k(T) = ﬁ, (1.108)

donde (3, ¢ son parametros positivos y las constantes p > 0 es la densidad de masa y ¢ > 0
es el calor especifico, el cual puede formularse matematicamente de la siguiente manera:

pcaa—:: = 8% (k(T)?—Z) ) 0<x<s(t), t>0, (1.109)
T(0,t) =Ty > 0, t>0, (1.110)
T(s(t),t) =0, t>0, (1.111)
k(T (s(t),t) g—z (s(t),t) = —pls(t), t >0, (1.112)
s(0) =0, (1.113)

donde Ty > 0 es la temperatura en el borde fijo x = 0.

Para este problema se obtiene existencia y unicidad de soluciéon de los problemas
aproximados que surgen de aplicar los métodos: de balance integral clasico, de balance
integral modificado y de balance integral refinado, proponiendo un perfil de temperatura
cuadratico en la variable espacial :

1 Problema (Py,): aplicando el método de balance integral clédsico, queda definido por
(L.110), (L.111), (1.113), por la condicién

k(T) (2—5)2 i(,i (k(T)g—D en z=s(t), t>0, (1.114)

y por la condicién integral:

—~

s(t)
oT

di T(x,t)dx = ;—Cl [pfé(t) + k (1Tp) %(O,t) . (1.115)

o\

T Problema (Py,): aplicando el método de balance integral modificado queda definido
por (L.110)-(1.113) y (T.115).

1 Problema (Py,): aplicando el método de balance integral refinado queda definido

por ({1.110)-(1.113)), y por la condicion integral:

S(t x

Ty (1+Ste) +s(t )2L 0, t)
//at -y = 52(1+Ste)28 (1.116)
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Por tltimo, y teniendo en cuenta el hecho de conocer la temperatura exacta y la
posicion de la frontera libre del problema (Pjy) dada en [147], se comparan entre si las
soluciones analiticas de los problemas aproximados (Py,) con ¢ = 1,2,3, con la solucién
exacta del problema (Py), analizando el error cometido en cada caso.

Los resultados obtenidos en este capitulo se han publicado en [21], [24] vy [27]:

e J. Bollati, J. Semitiel y D. A. Tarzia. Heat balance integral methods applied to the
one-phase Stefan problem with a convective boundary condition at the fixed face.
Applied Mathematics and Computation, 331:1-19, 2018.

e J. Bollati, M. F. Natale, J. Semitiel y D. A. Tarzia. Integral balance methods applied
to non-classical Stefan problems. Thermal Science, 24:1229-1241, 2020.

e J. Bollati, M. F. Natale, J. Semitiel y D. A. Tarzia. Approzximate solutions to the
one-phase Stefan problem with temperature-dependent thermal conductivity, Chapter
1, In Heat Conduction: Methods, Applications and Research, pages 1-20. J. Hristov
- R. Bennacer (Eds.), Nova Science Publishers, Inc., 2019.

Las referencias bibliograficas de este capitulo son: [2,10,/15,[21}24}2756,/58,59} 62,63,

30,387,196}, 98, 102106}, {117,130, 131} 133,134, 1361141} 147},|157-H159,/164, 169} 174}, |181, 183
185}187,,197,1202].
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Capitulo 2

Soluciones exactas de problemas de
Stefan a una fase con coeficientes
térmicos variables

En este capitulo se consideran problemas de Stefan unidimensionales a una fase para
un material semi-inifinito x > 0 con coeficientes térmicos variables dependientes de la
temperatura. Esta organizado en dos secciones:

En la primera seccion, se estudian problemas de Stefan para la fusion de un material
semi-infinito con conductividad térmica y calor especifico dependientes de la temperatura
donde se prueban la existencia y unicidad de solucién de los mismos imponiendo una
condicion de tipo Dirichlet, una condicién de tipo Neumann o una condicién de tipo Robin
en el borde fijo x = 0. Ademas, se estudia el comportamiento asintético demostrando que
la solucién del problema de Stefan con condicicion de tipo Robin, converge a la solucion
del problema con condicién de tipo Dirichlet en el borde fijo z = 0. También, se muestran
algunos ejemplos computacionales de los resultados obtenidos.

En la segunda seccion, se estudian problemas de conducciéon de calor que surgen de
problemas de Stefan para la solidificacién de un material semi-infinito > 0 con conduc-
tividad térmica dependiente de la temperatura en los que se impone una condicién de
tipo Dirichlet o una condicién de tipo Robin en el borde fijo x = 0. Se prueba existencia
y unicidad de solucién de los problemas de conduccion de calor mostrando la equivalen-
cia de éstos con problemas diferenciales ordinarios utilizando un adecuado operador de
contraccion del cual se obtiene la llamada funcién de error modificada p-generalizada.
Ademas, se estudia el comportamiento asintético demostrando que la solucién del pro-
blema con condicién de tipo Robin converge a la solucién del problema con condiciéon de
tipo Dirichlet en el borde fijo z = 0.

2.1. Problemas de Stefan a una fase con conductivi-
dad térmica y calor especifico dependientes de
la temperatura

Se consideran dos tipos de problemas de Stefan a una fase para la fusion de un material
semi-infinito # > 0 con conductividad térmica k(7) y calor especifico ¢(T), dependientes
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de la temperatura 7' = T'(x,t) dados de la siguiente manera:
7-7; \?
K(T) = ko (1 +6 (To_sz) ) , (2.1)
7-7; \?
c(T) =co (1 +4 (TO,T’;) ) : (2.2)

donde 6 y p son constantes no-negativas dadas, ky = k(Ty) v ¢o = ¢(T¥) son la con-
ductividad térmica y el calor especifico de referencia, respectivamente y Ty < Tj es la
temperatura de cambio de fase en la frontera libre desconocida x = s(t).

En el primer problema, se asume una condicién de tipo Dirichlet en el borde fijo z = 0.
El modelo matematico del proceso se describe a continuacién:

pc(T)aa—T; = % <k(T)g—§) : 0<z<s(t), t>0, (2.3)
T(0,t) =T, > Ty, t >0, (2.4)
T(s(t),t) =Ty, t >0, (2.5)
kog—Z(s(t),t) = —pls(t), t >0, (2.6)
s(0) =0, (2.7)

donde p > 0 es la densidad, ¢ > 0 es el calor latente por unidad de masa y Tj es la
temperatura impuesta en el borde fijo z = 0, son constantes dadas.

El problema (2.3)-(2.7) fue considerado previamente en [123] donde se obtuvieron
soluciones aproximadas. En [51], se demostré existencia de una solucién explicita de tipo
similaridad mediante el uso de un teorema de punto fijo cuando los coeficientes térmicos
son acotados y funciones lipschitzianas.

El segundo problema de Stefan que se considera estd definido por la ecuacién ({2.3)),
las condiciones (2.5))-(2.7) y, en lugar de la condicién de temperatura (2.4)), se impone una

condicién generalizada en el borde fijo x = 0 como en [30] y estd dada por:

k(T(O,t))g—Z(o,t) - % (T(0,8) —Ty), >0, (2.8)

con ¢ € {0,1}, donde Ty > T} representa la temperatura ambiente.

Si se toma ¢ = 0, es posible reescribir (2.8)) como una condicién de tipo Neumann:

k(T0,0) 2 0,1) = -2

t >0, 2.9
e (2.9)
donde g = hTj es el coeficiente que caracteriza el flujo de calor en el borde fijo x = 0.

Para el caso especial ¢ = 1, la condicion (2.8]) representa una condicién de tipo Robin

dada por:
oT h

k(T(0,t))=—(0,t) = — (T'(0,t) — T} t>0 2.10
((’>)85L‘<7) \/%((7) 0)7 ) ( )
donde h > 0 es el coeficiente de transferencia térmica.
En las dos subsecciones que siguen, se prueba existencia y unicidad de los problemas
de Stefan recién definidos.
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2.1.1. Existencia y unicidad de solucién del problema de Stefan
con condicién de tipo Dirichlet en el borde fijo

Se desea obtener una solucién de tipo similaridad del problema ([2.3))-(12.7)), més precisa-
mente, que la temperatura T' = T'(z,t) se pueda escribir como una funcién de una sola
variable, mediante la transformacion:

T(LL’, t) - Tf

y(n) = To—T, (2.11)
donde la variable de similaridad 7 esta definida por:
N = %\/% (2.12)
la frontera libre esta dada por:
s(t) = 2a\/t, t>0, (2.13)
donde a? = [%00 es una difusividad térmica de referencia y A > 0 es un parametro a

determinar.

Siguiendo el método clasico de Neumann, se propone entonces una solucién de tipo

similaridad (7', s) al problema de Stefan ({2.3)-(2.7) dada por:

T(z,t) = (Ty — T}) y (2%) + Ty, 0<z<s(t), t>0, (2.14)

s(t) = 2a\V/t, t>0. (2.15)
Teniendo en cuenta que la variable de similaridad 7 esta dada por (2.12)), entonces

orT 1 oT 1

E(ﬂ% t) = 5 (To —T5) ny' (n), a—x(ﬂfat) = v (To = T7) ¥ (n), (2.16)

y reemplazando estas expresiones en la ecuacién ([2.3)), se obtiene que la funcién y = y(n)
debe satisfacer la ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden:

2n(1 + 0y"(n)y'(n) + [(1 + 0y"(n)y'(n)] = 0, 0<n<A (2.17)

Ademds, la condicién (2.4) implica que 7°(0,t) = (To — T¥)y(0) + Ty = T resultando
la siguiente condicién:

y(0) = 1. (2.18)

De manera similar, teniendo en cuenta que s estd dada por (2.15)), se obtiene de la

condicion ([2.5)),
T(s(t),t) = (To = T)y(A) + Ty = Ty,

y por lo tanto:

y(A) = 0. (2.19)
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Por ultimo, la condicién de Stefan ([2.6)) es equivalente a

]{?0 al
Ty — Ty (\) = —pt22,
20]\/5( 0 f)y ( ) P \/¥

y teniendo en cuenta la definiciéon del pardmetro a, se deduce que:

= -2
v =g (2.20)

donde Ste = w > (0 es el numero de Stefan.

Reciprocamente, si (y, A) es una solucién del problema -2.20, mediante el cam-
bio de variable —, de la condicién se obtiene , de la condicion @D
se obtiene y la frontera libre = s(t) estd dada por (2.15) verificdndose (2.7)). De
(2.20) y teniendo en cuenta , se obtiene la condicién de Stefan . Por 1ltimo,
T = T(z,t) esta dada por y teniendo en cuenta (2.16), satisface la ecuacién (2.3).
Por lo tanto, (T, s) dada por (2.14)-(2.15)), verifica el problema (2.3)-(2.7).

Se ha demostrado entonces la siguiente equivalencia entre problemas:

Teorema 2.1. Sean p > 0,5 >0, A >0, y € C*0,)\) yy > 0. El problema de Stefan
dado por ([2.3)-(2.7) tiene una solucion de tipo similaridad (T, s) dada por (2.14)-(2.15)
st y solo si (y,\) es una solucion del problema diferencial ordinario definido por (2.17))-
[2.20).

En [123], se aproximo la solucién del problema diferencial ordinario (2.17)-(2.20)) usan-
do polinomios de Chebyshev a través del método de Tau. También en dicho trabajo se
encuentra la solucion exacta para los casos particulares p = 1 y p = 2. El objetivo de esta
parte del capitulo es probar la existencia y unicidad de solucién para cada §d > 0y p > 0,
es decir, se estudia la existencia y unicidad de solucién al problema — a través
del problema diferencial ordinario —. Cabe destacar que el caso particular con
0 = 0, es decir con coeficientes térmicos constantes, y el caso lineal p = 1, se estudio
en [73,|152}/167,182].

Lema 2.1. Seanp > 0,5 >0, A > 0, y € C*(0,\) yy > 0. Entonces (y,\) es una
solucion del problema diferencial ordinario (2.17))-(2.20)) si y solo si A\ es una solucion de
la ecuacion

f(z) =g, z >0, (2.21)
y la funcion y = y(n) verifica
F(y(n)) = G0), 0<n<A, (2.22)
donde
g=1+ ]%, f(z) = Q/Tiz exp(2?)erf(z), 2z >0, (2.23)

F(z) =24 22" 2>0, G(2) = X Aexp(A\?) (erf(\) —erf(2)), 0< z < A (2.24)
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Demostracion. Sea (y, \) una solucién del problema ([2.17))-([2.20)).

Definiendo v(n) = (1 + dy?(n)) ¥'(n), la ecuacién diferencial ordinaria (2.17) es equi-
valente a

v'(n) + 2nv(n) =0,
y teniendo en cuenta las condiciones (2.19) y (2.20)), resulta:

2\

v(n) = g (V) exp(—n’).
Por lo tanto:
Y 0n)+ 657 0y (n) = o exp(V) expl(—7). (2.25)
Si se integra entre 0 y 7, y se tiene en cuenta la condicion , se obtiene:
y(n) + }%yml( )=1+ ﬁ — é/T;/\ exp(A\?) erf(n), (2.26)

Al tomar 7 = A en la ecuacién anterior y teniendo en cuenta ([2.19) se obtiene que
A > 0 es solucién de la ecuacién (2.21]). Ademads, como A satisface ([2.21)):

1+ m = é/t;/\ exp(A?) erf()),

la ecuacion (2.26]) puede escribirse como
y(n) + %ypﬂ(n) = é/TTZ)‘ exp(\?) (erf(N) —erf(n)), 0<n <A, (2.27)

esto es (2.22)).
Asi, (y, A) es una solucién del problema funcional ([2.21))-([2.24]).

Reciprocamente, si (y, A) es una solucién del problema funcional ([2.21))-(2.24)), se tiene

que:
=gt (1) (1- 5 ) osnsh e

Si se deriva la expresion anterior respecto de 7 se obtiene:

i) = =/ (o) = % (1+ 52) 2, (2.29)

y al derivar ([2.29)) respecto de 7 resulta:

[(L+ 8y (n) ' ()] = = (1 + m) n%

Luego, teniendo en cuenta ([2.29)) en la expresion anterior se obtiene:

[(1+6y”(m) ¥’ ()] = =20 (1 + 657 (n) ¥/ (n), (2.30)

esto es, la ecuacién (2.17)).
De (2.28)), tomando n = 0 se obtiene:

y(0) + 559" (0) = 1+ 55,
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de la cual necesariamente y(0) = 1, es decir la condicién (2.18]), ya que en cualquier otro
caso se llega a una contradiccion.

Si en (2.28)), se toma 1 = A resulta:
yO) (14 55970 =0,

la cual se verifica solo si y(A) = 0, esto es, la condicién ([2.19)).

Por ultimo, tomando n = A en (2.29)), teniendo en cuenta que y(A) = 0 y que A
satisface la ecuacion ([2.21)), se tiene la condiciéon ([2.20)).

Por lo tanto, (y, A) es una solucién al problema diferencial ordinario (2.17])-([2.20)).
|

De acuerdo con el resultado anterior, se procede a demostrar que existe una tunica
solucién del problema funcional (2.21)-(2.24) y asi es posible asegurar la existencia y
unicidad de solucién de tipo similaridad del problema de Stefan ([2.3))-(2.7)).

Lema 2.2. Sip > 0 y d > 0, entonces existe una unica solucion (y,\) del problema

funcional definido por (2.21)-(2.24) con A > 0, y € C*(0,\) y y > 0.

Demostracion. En virtud de que la funcién f dada por (2.23)) es creciente en [0, +00)

tal que f(0) =0y f(+o00) = 400 y ademds g = 1 + ﬁ > (, entonces existe una unica

soluciéon A > 0 de la ecuacién ([2.21]).

Fijado A > 0. Es facil ver que F' definida por es una funcién creciente en [0, +00),
por lo que es posible definir £~ : [0, +00) — [0, +00). Como la funcién G definida por
(2.24)) es positiva para 0 < n < ), se tiene que existe una tinica solucién y € C%(0, \) de
la ecuacién ([2.22) y estda dada por

yin)=F ' (G(n), 0<n<A (2.31)

Del Teorema 2.1y de los dos lemas anteriores es posible afirmar el siguiente resultado:

Teorema 2.2. Seanp >0 y § > 0. El problema de Stefan definido por (2.3)-(2.7) tiene
una unica solucion de tipo similaridad (T, s) dada por (2.14)-(2.15)) siendo (y, \) la inica
solucion del problema funcional definido por (2.21)-2.24) donde X > 0, y € C?(0,\) y
y > 0.

Observacion 2.1. Por un lado, la funcion G dada por (2.24) es una funcion decreciente

en [0, A] con G(0) =1+ Iﬁ y G(\) = 0. Por otro lado se tiene que la funcion F definida
por (2.24) es una funcion creciente en [0,1] con F(0) =0 y F(1) =1+ %. Entonces,

de (2.31)), sigue que
0<y(m <1, 0<n<A

En virtud de esto dltimo y del Teorema[2.3 se tiene, como era de esperar, que:

Ty <T(x,t)<Ty, 0<z<s(t), t>0.
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Observaciéon 2.2. Si T = T(x,t) es una solucion del problema de frontera libre (2.3))-
(2.7), al definir la transformacion de Kirchhoff:

0(z,t) = / e 140 (501%)]9] de, (2.32)

Ty

se obtiene para la nueva incdgnita 0 = 0(x,t) el problema de Stefan cldsico a una fase con
coeficientes térmicos constantes dado por

% = aO%, 0<z<s(t), t>0, (2.33)
000,8) = (T, = Ty) (1+ 135 £>0, (2.34)
0(s(t),t) = 0, t>0, (2.35)
kog(s(t),t) — —pls(t), £>0, (2.36)
s(0) =0, (2.37)

cuya solucidn, obtenida en [2|, viene dada por:

p+1

s(t) = 2A\v/apt, t>0,
donde X\ > 0 es la unica solucidon de la ecuacion:

zerf(z) exp(2?) = %ﬁr (1+2), z>0, (2.38)

e(x,t):(To—Tf)(HL) [1—%] 0<az<s(t), t>0,

co(To—Ty)
¢

ko

el numero de Stefan y oy = e

siendo Ste =

Por el contrario, si 6 = 0(x,t) es la solucion del problema de frontera libre (2.33))-
(2.37)) entonces la temperatura T = T(x,t) definida implicitamente por (2.32)) es equiva-
lente a

B(x,t) = (T(z,t) — T) {(1 45 (TW*Tf)p)] L 0<z<s(t), t>0, (239

p+1 To—Ty

y es una solucion del problema (2.3))-(2.7)). En cualquier caso, la solucion exacta del pro-
blema de frontera libre (2.3)-(2.7) viene dada por las expresiones (2.14)-(2.15) como se

demostré en el Teorema[2.2.

Observacion 2.3. Para el caso particular p =1, § > 0, la solucién del problema (2.21))-
(2.24) esta dada por:

y(n) =1 {\/(1 +0)2 = 0(2+6) = - 1] . 0<p< A, (2.40)
donde A > 0 es la unica solucion de la ecuacion:
zexp(2?) erf(z) = ?/i; (14+2), z>0. (2.41)
De hecho, st p =1, la ecuacion resulta:
)+ 2y(n) — (1+2) [1 - =53] =, (2.42)

la cual tiene una unica solucion positiva dada por ([2.40)).
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En vista de los Lemas y es posible calcular la solucién (y, A) del problema
diferencial ordinario ([2.17))-(2.20), mediante el uso de su formulacién funcional.

En la Figura para diferentes valores de p, se representa graficamente la solucién
(yp, A) del problema —. Para comparar las diferentes soluciones y = y,, se
extienden por cero para cada n > \. Asumiendo § = 5y Ste = 0.5. Debe senalarse que la
eleccion de Ste se debe al hecho de que para la mayoria de los materiales en problemas

de cambio de fase a una temperatura realista, el niimero de Stefan no superara el valor 1
(ver [174]).

Aunque se puede deducir analiticamente de la ecuacién (2.21)), se puede observar

graficamente que a medida que aumenta p, el valor de A disminuye.

En vista del Teorema , también se puede graficar la solucién (T, s) del problema

(2.17)-(2.20). En la Figura se presenta un mapa de colores para la temperatura

T = T(x,t) extendiéndolo por cero para x > s(t).

! e, | ~ y,parap=1 1 10
“u‘;’: i Y, parap =5 o
b . Yy parap = 10 9
0.8r ", 0.8 — 8
"‘mﬁ'“ 7
~ 06
= 0.6 6
? - t 5
> o
0.4t ",
o, 0.4 4
]
3
0.2r
0.2 2
| 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0 0
n 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

(a) Funcién y, = yp(n) (b) Mapa de colores para la temperatura T'(z, t)

Figura 2.1: (a) Gréfica de la funcién y, = y,(n) para diferentes valores de p = 1,5, 10,
fijados 06 = 5 y Ste = 0.5. (b) Mapa de colores para la temperatura 7" = T'(x,t) fijando
§=1,p=1Ste=05T;=0,Ty=10ya= 1.

2.1.2. Existencia y unicidad de solucion de los problemas de

Stefan con condiciones de tipo Neumann y de tipo Robin
en el borde fijo

En esta subseccion se considera el problema de Stefan definido por la ecuacién , las
condiciones — imponiendo una condicién de frontera generalizada en el borde fijo
x = 0 dada por que representa una condicién de tipo Neumann o de tipo Robin
para los casos € = 0, ¢ = 1, respectivamente. La condicién convectiva es fisicamente mas
realista debido a que establece que el flujo entrante en el borde fijo es proporcional a la
diferencia entre la temperatura en la superficie del material y la temperatura ambiente a
imponer.

Como en la subseccién anterior, se busca una solucién de tipo similaridad para el

problema de Stefan dado por (2.3), (2.5))-(2.8]). Si se define la transformacién (2.11)) donde
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la variable de similaridad 7 esta dada por , la frontera libre esta dada por:
s5,(t) = 200V, t>0, (2.43)
donde a? = ;% es la difusividad térmica y A, es un pardmetro positivo a determinar.
Se propone como en la subseccién anterior, una solucién de la forma:
T (z,t) = (Ty — Ty) (ﬁ) + Ty, 0<z<s,(t), t>0, (2.44)
s,(t) = 20\, V1, t>0. (2.45)

y, de manera andloga al Teorema [2.1] se tiene la equivalencia entre el problema de Stefan
con un problema diferencial ordinario:

Teorema 2.3. Seanp > 0,6 >0, € {0,1}, A, > 0, y, € C*(0,\,) yy, > 0. El problema
de Stefan dado por , — tiene una solucion de tipo similaridad (17, s,) dada
por - si y solo si (yy, ) satisface el problema diferencial ordinario definido
por la ecuacion diferencial ordinaria , las condiciones — y la condicion:

(14 0y"(0)) y'(0) = v (ey(0) — 1), (2.46)
donde "
y=2Bi y Bi= k—a (2.47)

siendo Bi > 0 el numero de Biot generalizado.

Observacion 2.4. El nimero de Biot, en honor al fisico francés J. B. Biot (1774-1862),
se define como una constante adimensional que relaciona la transferencia de calor por
conduccion dentro de un cuerpo y la transferencia de calor por conveccion en la superficie
de dicho cuerpo.

Observacién 2.5. Se adopta la notacion \y y y, para enfatizar la dependencia de la
solucion del problema (2.17), (2.19)-(2.20) y (2.46) de 7, aunque también depende de p
y 0. Este hecho va a facilitar el posterior andlisis del comportamiento asintdtico de 1y,
cuando v — +0o (h — 400) que se presenta en la siguiente subseccion.

De manera similar a los resultados obtenidos en el apartado anterior, es posible esta-
blecer las siguientes afirmaciones:

Lema 2.3. Seanp > 0,6 > 0, v > 0, e € {0,1}, \, > 0, y, € C*(0,\,) y y, > 0.
Entonces (yy, Ay) es una solucion al problema diferencial ordinario definido por (2.17)),
(2.19), (2.20) y (2.46) si y solo si A\, es una solucion de la siguiente ecuacion:

F.(B,(2)) = f(2), 2> 0, (2.48)

Y Yy = Yy(n) verifica

F(yy(n)) = Gy(n), 0<n<A\, (2.49)
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donde F estd dada por (2.24) y

F.(2) = Pz + o 2P, z >0, (2.50)
f-(2) = ep“fz exp(z?) erf(z), 2 >0, (2.51)
Bo(z) =1— 2“;‘556 ) 0<z< A, = 8;40), (2.52)
G (z) = 222AVE () — erf(2), 0<z<h, (2.53)

Demostracion. La prueba es similar a la del Lema [2.1]

Sea (y,, A,) una solucién del problema diferencial ordinario definido por (2.17)), ([2.19)-
E20) v 219).

Llamando w(n) = (1 + 5y7( )) 3/7 (1), teniendo en cuenta la ecuacién diferencial ordi-
naria - y las condiciones - la funcion w se puede reescribir como

w(n) =y (M) exp(A2) exp(—n?),

y por lo tanto
Y, () + 895 (m)y’, () = ', (A) exp(X) exp(—1°). (2.54)

Si se integra (2.54]) desde n a A\, y se tienen en cuenta las condiciones (2.19)), (2.20) y
(2.46)), se obtiene que y., verifica (2.49).
Al tomar n = 0 en (2.49) se tiene:

y,(0) + p+1y2+1(0) = Ste)\ exp(A2) erf(X,). (2.55)

Ademsds, si se deriva (2.49) con respecto a 7 y se calcula esta derivada en n = 0 se
tiene:
2) exp(A2)

y5(0) + 6y5(0)y/,(0) = — ==, (2.56)
y de (2.46) y (2.56]) se obtiene que A, es solucién de la ecuacion

Reciprocamente, si (y,, A,) es una solucién a —, facimente se puede ver que
(Y, Ay) verifica la ecuacién (2.17)) y las condiciones (]2.19|)—(|2.20|) y (2.46).

Lema 2.4. Sie € {0,1}, p > 0, d > 0 y v > 0, entonces existe una unica solucion
(Y, \y) del problema funcional ([2.48)-([2.53) con A\, >0, y, € C*(0,\,) yy, > 0.

Demostracion. Por un lado, nétese que la funcién f. dada por (2.51]) es una funcién
creciente en [0, Ao, ] tal que f.(0) =0y f-(Ao,) > 0 con Ao, = 5;(0).

Por otro lado, F.(8,) con F. dada por (2.50) y B, dada por (2.52)), es una funcién
decreciente para 0 < z < Ao, Ademas,

EB0) = E() =<+ 5. E(3(\,) = £.(0) =0.

Por lo tanto, se puede concluir que existe un tnico valor 0 < A, < Ag, que verifica la

ecuacion ([2.48)).
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Fijado A, > 0. La funcién F' definida por (2.24)) es creciente en [0, +00), entonces
es posible definir £7! : [0,400) — [0,+00). Como G, dada por (2.53) es una funcién
positiva en [0, \,], se tiene que existe una unica solucién y € C?(0,)\,) de la ecuacién

(2.49)) dada por
y,(n) = FH (G, (), 0<n<, (2.57)

Finalmente, del Teoremal[2.3]y de los dos lemas anteriores es posible afirmar el siguiente
resultado:

Teorema 2.4. Sean ¢ € {0,1}, p > 0, § > 0 y v > 0. El problema de Stefan definido

por (2.3)), (2.5))-(2.8) tiene una unica solucion de tipo similaridad (T, s,) dada por (2.44)-
(2.45) donde (y-, Ay) es la inica solucion del problema funcional definido por (2.48)-(2.53)
siendo A, > 0, y, € C*(0,\,) y y, > 0.

Observacién 2.6. Por un lado, G, dada por es una funcion decreciente en [0, \,]
con G(0) = ;J/Ti)\”/ exp(A2) erf(\,) y G4 (A,) = 0.

Por otro lado, F definida por es una funcién creciente en [0,1] y verifica
F(0)=0y F(1) =1+ .

Ast, y, es una funcion decreciente en [0, \,] y por se tiene la relacion

5, (0) = F7(G,(0)) = B,(1,) = 1 — 2roeld)

de lo que sigue que:
0<y,(n) <1, 0<n<A,

y del Teorema se tiene entonces:

Ty <Ty(z,t) <Tp, 0<ax<s,(t), t>0.

Las soluciones a problemas con condicién de contorno de tipo Neumann o Robin en el
borde fijo se pueden obtener como consecuencia directa del Teorema fijandoe =06
e = 1, respectivamente. Por lo tanto son inmediatos los siguientes resultados:

Corolario 2.1 (Caso ¢ = 0). Sean p >0, § > 0 y v > 0. El problema de Stefan dado

por (2.3)), (2.5)-(2.7) v la condicion de tipo Neumann (2.9) tiene una unica solucion de
tipo similaridad (T, s,) dada por (2.44)-(2.45) donde y, € C*(0,)\,), y, > 0 es la tnica
solucion de (2.49) y A\, es la tnica solucion de la ecuacion:

Z exp (22) = %Ste, z > 0.

Corolario 2.2 (Caso ¢ = 1). Seanp > 0,5 > 0 y v > 0. El problema de Stefan dado

por (2.3)), (2.5)-(2.7) v la condicion de tipo Robin (2.10)) tiene una unica solucion de
tipo similaridad (T, s,) dada por (2.44)-(2.45) donde y, € C*(0,)\,), y, > 0 es la tnica
solucion de (2.49) y A\, es la inica solucion de la ecuacion:

F(By(2)) = f(2), 2>,
con f, F' y B, dadas por (2.23), (2.24) y (2.52), respectivamente.
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Teniendo en cuenta los Lemas y , se calcula la solucién (y,, A,) del problema
diferencial ordinario (2.17), (2.19), (2.20) y (2.46)), usando su formulacién funcional (2.48)-
. La Figura muestra la funcién y, para un valor fijo de 6 = 5, v = 50, ¢ = 1,
Ste = 0.5, variando p = 1, 5, 10. Como se hizo para el problema con una condicién de tipo
Dirichlet en el borde fijo x = 0, la solucién y., se extiende por cero para cada n > A,.

Si se aplica el Teorema , se puede graficar la solucién (7}, s,) del problema ([2.3),
(2.5)-(2.8). En la Figura se presenta un mapa de colores para la temperatura 7, (z, t)

extendiendo por cero para x > s, (t).

1 (|
1 T T T T T T

R : 0
’ Yy parap =5 2 8

0.8 + ¥, parap =10 0.8
£ ., 7

7

E 6

S 06 0.6
5

2 ‘ :
04 1 04 4
T, ]
3
. 2
02 1 02 2
T 1
0 011 012 013 0‘.4 0j5 016 0:7 0.8 0 0
n 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X
(a) Funcién y, = y,(n) (b) Mapa de colores para la temperatura T, (x, t)

Figura 2.2: (a) Gréfica de la funcién y, = y,(n) para diferentes valores de p = 1,5, 10,
fijando 6 = 5, v = 50, ¢ = 1 y Ste = 0.5. (b) Mapa de colores para la temperatura
T, =T,(x,t) fijando§ =1,7v=50,e=1,p=1,Ste=05,1T;y=0,T, =10y a = 1.

2.1.3. Comportamiento asintético

Se mostrara ahora que si el coeficiente v, que caracteriza el flujo de calor en el borde fijo,
tiende a infinito entonces la solucién al problema con condicién de tipo Robin ([2.3]),(2.5))-
(2.7) v (2.10)) converge a la solucién del problema (2.3)-(2.7)), con una condicién de tipo

Dirichlet en el borde fijo x = 0.

Para obtener la convergencia sera necesario probar el siguiente resultado preliminar:

Lema 2.5. Sean v >0, p >0y 0 > 0. Si \, es la unica solucion de la ecuacion ([2.48)
y A es la unica solucion de la ecuacion (2.21)), entonces la sucesion {\,} es creciente y
acotada. Mds ain,

lfm A, = .

~y—-+00

Demostracion. Dados v; < 72, resulta f,,(z) < (,,(2) v por lo tanto F(5,,) < F(5,)
donde F' estd dada por (2.24) y 3, esta definida por ([2.52)).

Puesto que f definida por (2.23) es una funcién creciente en [0, +00), resulta A,, < A,,
y asi la sucesion {\,},~¢ es creciente.

Ademas, 3, (\y) < 1y dado que F es creciente en [0,4+00), F (5,(\)) < F(1) =g
con lo cual f()\,) < gy por lo tanto A\, < f~'(g) = A\. Asi, existe \* tal que A\, — \*
cuando vy — 4o00.
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2N exp()\?y)

Teniendo en cuenta que 3,(\,) =1 ~Ste

— 1 si v — 400, entonces:

POy =1 (i n ) = i J00) = i F(5,00)

Y—+0o0 Y—r+00 Y—r+00
, , 2, eXPO‘?y)
= (Wl_yfoo 57(%)) =F <VETOO <1 T St )) T F(1) =g,

por lo que \* satisface la ecuacion ([2.21]) y como ésta tiene tinica solucién, resulta entonces
A=A
[ |

Lema 2.6. Sean v > 0, p > 0y 6 > 0. Si (yy,\y) es la dnica solucion del problema
diferencial ordinario (2.17)), (2.19), (2.20) y (2.46), y el par (y, A) es la inica solucién del
problema diferencial ordinario (2.17))-(2.20)), entonces para cadan € [0, \] vale la siguiente

convergencia:

ltm y,(n) =y(n). (2.58)

Y—>+00
Demostracién. De acuerdo a los Lemas 2.3y se tiene que

yy(n) = Fﬁl(G7<77>)a 0<n< A,
y, por otro lado,
y(n) = F(G), 0<n<A
donde las funciones F', G y G estan dadas por y , respectivamente.
Sea 1 € [0, A]. Debido al Lema [2.5] existe vo tal que < A, para cada v > 7.
Como G, (n) — G(n) cuando v — +00, se obtiene:

y—+00 Y—+00 Y—>+00

o) = tim_ (G, = 7 (1w G.n)) = FGO0) = vl

[

Para ilustrar los resultados obtenidos en los Lemas 2.5y [2.6] en la Figura[2.3]se grafica

(Y, Ay) tomando § = 5, p = 1 y variando v = 1,25, 50, 100. Se muestra que a medida que
7 crece, la funcién y, converge puntualmente a la solucién y del problema (2.17))-([2.20).

Teorema 2.5. Sean v > 0, p > 0 y 6 > 0. La unica solucion (T,s.) del problema de

Stefan definido por (2.3)),(2.5)-(2.7) v (2.10) converge puntualmente a la iunica solucion
(T, s) del problema de Stefan (2.3)-(2.7) cuando v — 4o00.

Demostracion. Sigue directamente de los Lemas y las formulas (2.14))-(2.15)).
|
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0.8 Y, ¥=50
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0.61

y,(m. y(n)

0.41
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n

Figura 2.3: Funciones: y, = y,(n) para v = 1,25,50,100, y y = y(n), fijando p = 1 y
0 =5.

2.2. Problemas de conduccion de calor con conducti-
vidad térmica dependiente de la temperatura

Se considera un problema de Stefan unidimensional a una fase para la solidificaciéon de un
material semi-infinito x > 0 con conductividad térmica k(7") no lineal y dependiente de
la temperatura 7' = T'(x,t) dada de la siguiente manera:

k(T) = kq (1+5(£‘_%)p), p>1, (2.59)

donde § es una constante positiva, ky = k(T}) es la conductividad térmica de referencia, Tj
es la temperatura ambiente y Ty > T} es la temperatura de cambio de fase en la frontera
libre desconocida x = s(t).

En este problema, se impone una condicién de tipo Robin en el borde fijo x = 0. El
modelo matematico que describe este proceso es el siguiente:

pcaa—jt1 = % (k:(T)Z—Z) : 0<z<s(t), t>0, (2.60)
k(T(O,t))g—Z;(O,t) = % [T(0,t) —T,], t>0, (2.61)
T(s(t),t) =T, t >0, (2.62)
k(T(s(t),t)) g—:(s(zﬁ)j) = pls(t), t >0, (2.63)
s(0) =0, (2.64)

donde p > 0 es la densidad, ¢ > 0 es el calor especifico, h > 0 es el coeficiente que
caracteriza la transferencia de calor en z = 0 y £ > 0 es el calor latente por unidad de
masa, son constantes dadas.

La existencia de solucién del problema — cuando la conductividad térmica
k = k(T) esta definida por con p = 1 ha sido probada en [66] a través de la
existencia de la llamada funcion de error generalizada que se define como la solucion de
un problema diferencial ordinario de segundo orden que surge a través de la variable de
semejanza.
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Motivado por [73], se estudia el siguiente problema de conduccién de calor para un
material semi-infinito > 0 que surge del problema de Stefan definido por ([2.60))-(]2.64])
donde la conductividad térmica estd dada por (2.59)):

or o orT
or h
T — =— T -1 2.
K(T(0,4)5-(0,¢) i [7(0,1) = Ti], t>0, (2.66)
T(+o0,t) =T, t>0.  (2.67)

En esta seccién se probaré la existencia de tinica solucion del problema de conduccién
de calor — a través de la equivalencia con un problema diferencial ordinario
de segundo orden cuya solucion es la que se denomina funcion de error modificada p-
generalizada.

2.2.1. La funcién de error modificada p-generalizada

Se desea obtener una solucién de tipo similaridad del problema ([2.65)-(2.67)) por lo que
se busca expresar a la temperatura 7' = T'(x,t) como una funcién de una sola variable.
Asi, mediante la transformacién:

T(x, t) — TO
=7 - 2.68
o) = —p o (2.68)
donde la variable de semejanza n esa definida por
’ (2.69)

= 2\/ Oé()t,
siendo oy = % la difusividad térmica, se tiene que

oT 1 oT 1
rrie 2t(Tf_T0)7I?/< n), 9~ ovad

y reemplazando estas expresiones en la ecuacién (2.65)), se obtiene que la funcién y = y(n)
debe satisfacer la ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden:

(Ty = To) /' (n),

[(1+5y"(n)y' ()] + 2ny'(n) = 0, 0<n < +oo.

Ademas, la condicion (2.66|) implica que

_ W(Ty —To)
Vit

y(0),
resultando la siguiente condicién:

(14 6y7(0)) y/'(0) — vy(0) =0,

siendo v = 2Bi donde Bi = \ﬁ es el nimero de Biot generalizado.
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Por ultimo, de (2.67)) se tiene
T(+o00,t) = (Ty — To)y(+o00) + To = T,
y entonces se obtiene la condicién:
y(+o00) = 1.

Por lo tanto, la ex1stenc1a de solucién del problema ([2.65 - con la conductividad
térmica k = k(T") dada por sera estudiada a través del 51gulente problema diferencial
ordinario no lineal:

[(1+0y"(m)y' (M) + 2y’ (n) =0, 0<n< oo, (2.70a)
(1 + 8y7(0)) 4/ (0) — 7y(0) = 0, (2.70b)
y(+o00) = 1. (2.70¢)

Se probara entonces la existencia y unicidad de solucién del problema (2.70)), usando
el Teorema de punto fijo de Banach. Para ello, sean los conjuntos:

X ={h:R{ — R /h es una funcién continua y acotada} , (2.71)
K={heX/]|hllo<1,0<h, h(+o0) =1}. (2.72)

Notar que K es un subconjunto convexo, cerrado, no vacio y acotado de un espacio
de Banach X con la norma usual 79,80, /142]:

||A][eo = sup |h(2)] < oco.
zERar

Teorema 2.6. Sean 0 > 0, v > 0, p > 1. Para cada v > 0, la funcién y, € K es una
solucion del problema (2.70) si y solo si y, es un punto fijo del operador T, : K — K
dado por:

Lty [ fulr
T, (h) / 2z >0, (2.73)

1+’Y/ G -

fn(z) = \Ifhl(z) exp (—2 /OZ \ij(g)d{> : Uy(z) =14 0hP(2), z2>0.  (2.74)

con

Demostracion. Notar primero que para cada y = y, € K, se tiene 0 < y?(£) < 1, para
todo p > 1 y como ¢ > 0 se obtiene:

1<U,(E) =1+ <146, £20,

o equivalentemente




Multiplicando la expresion anterior por —2¢ e integrando entre 0 y r, se obtiene:

B ) B r g B ,,,.2
rs 2/0 v,o% = T

de donde sigue:

exp(—7?) exp(—r?) 1 " 13 1 r2 r2
T S Thm S e P (_2/0 m@ S 7,0 P (‘m) S exp (‘m) ’

es decir

exp(—r?)
1446

< f,(r) < exp <— : ) r>0, (2.75)

por lo que se tiene:

W

WI1+dym
2(1+0) '

2

<1 +7/OO f(r)dr <1+ (2.76)
0

Resulta entonces, de acuerdo a (2.71)-(2.73)) y (2.76), que 7,(y) € K para todoy € K.

Llamando v = ¢ y teniendo en cuenta que V,(n) estd dada por (2.74), la ecuacién
diferencial ordinaria (2.70al) se transforma en

(W, (n)v(n)] + 2nv(n) = 0,

o equivalentemente en
v+ W'(n)
Wy (n) v(n)

Integrando la ecuacién anterior se obtiene:

o= grien (=2 [ ).

con ¢y € R, y del hecho que v = ¢/ se sigue que:

n exp 72f’” Ldf
y(n) =y(0) + co/ ( xpz(f)y(&) )dn
0

es decir

y(n) = 4(0) + co / "t (r)dr.

Luego, la condicién ([2.70b]) se satisface si y solo si ¢g = yy(0). Ademads, debido a
(2.70c|) se obtiene:

y(0) = (1 +7/OOO fy(r)dr) _1. (2.77)

v = (145 [ fy(r)dr)_l (149 [ nnar). (279)
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es una solucién al problema ([2.70) si y solo si y = y(n) es un punto fijo del operador 75,
es decir,

y(n) =T,(y)(n), ¥n=>0.

Reciprocamente, si y = y(n) dada por (2.78)) es un punto fijo del operador 7T, se obtiene
inmediatamente que ([2.70c|) se verifica con y(0) dado por (2.77)). Luego, derivando (2.78)
con respecto a 7, (2.70a) y (2.70b]) valen, y entonces y = y(n) es una solucién de ([2.70)).

[

Observacién 2.7. Se elige la notacion y,, T, para resaltar la dependencia de la solucion
del problema de v, a pesar de que también dependen de p y §. Este hecho facilitard
el andlisis sobre el comportamiento asintético de y, cuando v — +o00, que se presenta en
la prorima subseccion.

En virtud del Teorema , se desea demostrar que 7T, es un operador contractivo sobre
K. Para tal propdsito se presentan los siguientes lemas:

Lema 2.7. Sean y1,y2 € K, 6 >0,~v>0,p>11y 2z > 0. Entonces, valen las siguientes
estimaciones:

(1+6)
) s /fyl < ¥arom

1 1
b - < opllyr — v2llo0;
e, v ('rz)‘ o =21l

Y2

n n
—2¢ —2¢ 20pn°
dé | — ———d _— — Y2l 0o’
C> P ()/ \I/yl (5) 5 P O/ \I/yz(f) 5 S exp (ﬂ—lj(;) Hyl y2H

[ 1) = e < LTSV TF3 40l — sl

1 1 2(1 4 6)°/?
O |- | <2 e ) — el
Lty [ fu(r)dr 14~ [ fi,(r)dr
0 0
Demostracion.

a) Es inmediata integrando en (0, 400).
b) Aplicando el Teorema del valor medio a la funcién m(z) = 2P, y del hecho que
1<, (z) <1456,
para todo y € K, se tiene:

1 1

- <6 P(n) — 4 < 5plls — 1l -
U, () Uy,(n) vy () — yi(n)] Y2 — vl
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c¢) Aplicando el Teorema del valor medio a la funcién m(z) = exp(—2z) y teniendo en
cuenta el item b) se tiene que:

n no ) n

exp( i T )—exp (/0 —@;2(55)6%)' < 2exp <—%>/0
) n

< 2exp <— >77/

0

2
< 2exp (—%) Spn*llyr — vallso-

e &
T @ 0,0 ‘ dg

S

1 1
T @ U@ ‘ d§

—_
+
s3]

d) De los items b) y ¢) se obtiene:

/ i (r) — Sy dr

s 5
B exp<—2 fo —‘I’yz(f) df)
- 0 fyl( ) ‘ij1(7") ‘I’yl(r)
. r e B r e

< [{sim|ee ([ wifiee) o ([ )

0

+ exp < / —% dg) }dr

0

< 5p/ exp (1+5) (2r* 4+ 1)dr |Jy1 — vl

= VT8 [+ dert (i) — VT e (25)] I — velle
< E5pVT+ 52+ 0) s — el

r__ &
exp| —2 fo d§
+ ( lI!yQ(g) ) o fyg (7“)‘ } dT’

‘I’y1 ) Uy, (7’

e) De (2.76) y del item d) se tiene que:

1 3 [ ) = (1)

L [ 1) 19 ] 10 ( # [ uar) (149 e
< FapVTH o2+ 6) (212) fyy — el
< %apméwyl — |-

[ |
Lema 2.8. Seanv>0,p>1y
g(2) = p2(1 + 2)*2(2 + 2) <1 +(1+2)%2+ m(l + z)) , z2>0, (2.79)

entonces existe un inico valor 6, > 0 tal que g, (6,) =1 y g,(2) < 1 para todo 0 < z < 6,.
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Demostracion. Sigue inmediatamente del hecho que g, = g,(2) es una funcién creciente
en [0, 400) y ademds verifica que g,(0) =0y g,(+00) = +o0.
[ |

Ahora es posible formular el siguiente resultado:

Teorema 2.7. Sea v > 0 y p > 1. El problema (2.70) tiene una tinica solucion y, € K
siy solo si 0 < 6 < 6, donde 0, estd dada por el Lema (2.8 Mds aiin, y, es una funcion
C*> (RT).

Demostracidn. Sean yy, y2 € K y z > 0. Teniendo en cuenta el Lema [2.7] se obtiene:

Lty Jo fu(r)dr 147 f§ fy(r)dr
1 “"Yfgoo fyl(r)dr 1 +'onoo fy1(r)dT

‘ Lty o fu(r)dr 1479 f§ fu(r)dr
Lty [ f(r)dr 14 [ fy(r)dr

VAWEMﬁ—@mww

Lty [ fo(r)dr
0

|ﬂwn@»~u@a@ﬂg'

<

1 1

o0

+‘1+v/zfy2(r)dr =
0 1+’Yffy1(7")dr 1+7ffy2(7")dr
0 0

< g,(0)]ly1 — Y2l oo,

donde g, esta dada por (2.79).

Entonces del Lema , si 0 < 4§ < 6, se sigue que 7T, es un operador contractivo y
por lo tanto es posible aplicar el Teorema del punto fijo de Banach. Ademaés, el problema
(2.70) tiene una tinica solucién no negativa y continua. Mds atin, mediante simples calculos

es facil ver que la tnica solucién es una funcién C* (RT).
|

Observacion 2.8. A la unica solucion del problema diferencial ordinario (2.70) se la
denomina funcién de error modificada p-generalizada.

2.2.2. Comportamiento asintoético

En esta seccion se considera el problema de conduccién del calor (2.65)-(2.67)) que surge
del problema de Stefan a una fase (2.60))-(2.64)) en el cual se cambia la condicién de tipo
Robin en el borde fijo (2.61) por una condicién de tipo Dirichlet en el borde fijo z = 0:

T(0,t) =Ty >0, t>0. (2.80)

De igual modo a lo realizado en la subseccion anterior, se desea hallar una solucién de
tipo similaridad del problema definido por (2.65)), (2.67)) y (2.80) por lo que se busca ex-
presar a la temperatura 7' = T'(x,t) como una funcién de una sola variable. Asi, mediante
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el cambio de variable (2.68))-(2.69)), se obtiene el siguiente problema diferencial ordinario
equivalente:

(L +0y"m)y' ()] +2ny'(n) =0,  0<n<+oo, (2.81a)
y(0) =0, (2.81h)
y(+o0) = 1. (2.81c¢)

Para el caso particular p = 1, la solucion a este problema es llamada funcion de error
modificada, fue estudiada en [34}/65,/66,73,[152] y se probé existencia y unicidad en [65].
Para el caso § = 0, la solucién es la funcién de error clésica definida por:

erf(z / exp(— z > 0. (2.82)
\/_

De forma similar a lo realizado en la subseccién previa es posible analizar la existencia y
unicidad de la funcién de error modificada p-generalizada la cual se define como la solucion
al problema y constituye una generalizacion de la funcién de error modificada. Para
ello, se define el conjunto:

K*={he X /||hllo <1,0<h, h(0) =0, h(+o0) =1},

donde X estd dado por (2.71]). Notar que K* es un conjunto no vacio, convexo, cerrado
y acotado del espacio de Banach X. Se mostrara que el problema diferencial ordinario
(2.81)) es equivalente a una ecuacién integral.

Teorema 2.8. Sea § > 0, p > 1. La funcion y* € K* es una solucion del problema ([2.81])
st y solo si y* es un punto fijo del operador T* : K* — K* dado por:

/ fulr
2z >0, (2.83)

/ fulr
con f definida por (2.74)).

Demostracion. De forma similar a la prueba del Teorema [2.6] el operador T* esta bien
definido. En efecto: para cada y* € K*, integrando (2.75)) en [0, +00) se obtiene:

[ _VITHVT

1 + 5 2 ’ (2:84)

por lo tanto T*(y*) € K* para todo y* € K*.

De manera analoga a lo demostrado en el Teorema 2.6, es facil ver que:

Yy (2) +co/fy

con y*(0) =0y ¢ = (/ fy(r ) . Por lo tanto,

Y () = ( /0 s (r)dr) B /0 Cp (), (2.85)
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es una solucién del problema ({2.81)) si y solo si y* = y*(2) es un punto fijo del operador
T*, es decir
Yy (2)=T"(y")(2), Vz=>0.

Reciprocamente, es facil ver que si y* = y*(z) dada por (2.85) es un punto fijo del
operador T, entonces y* es una solucién del problema (2.81]).
[

Para demostrar que el operador 7 es un operador contractivo sobre K™, se enunciaran
los siguientes lemas cuyas demostraciones son anélogas a la de los Lemas 2.7] y

Lema 2.9. Sean yj,y5s € K*, § >0 y p > 1. Entonces, vale la siguiente acotacion:

1 1 2(1 4 §)%/2 .
— < 224 0l e
ffyf (r)dr ffy;(r)dr
0 0

Demostracion. De manera similar a la demostraciéon de la estimacién e) del Lema se
tiene:

[ [75() = fp ()] dr -
S . _ s”k%?&m+wm—@@
[ fydr [ fi@)r| [ fdr [ f(rdr 7

Lema 2.10. Seanp>1y
g°(z) = 2p(1+2)*2(2 4+ 2) (1+ (1 + 2)*?), 2>0,

entonces eziste un unico valor §* > 0 tal que g* (0*) =1 y g*(2) < 1 para todo 0 < z < §*.

Demostracion. Sigue del hecho que ¢* = ¢*(z) es una funcién creciente en [0, 400) con
9°(0) =0y g*(+00) = +o0.
[ |

Teorema 2.9. El problema (2.81)) tiene una unica solucion y* € K* si y solo si0 < § < §*
donde §* estd dado por el Lema|2.1(]. Ademds, y* es una funcién C*° (RT).

Demostracion. Sean yi, y5 € K* y z > 0. Teniendo en cuenta los Lemas y se
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obtiene:

foz fu: (r)dr B foz Tus (r)dr
fooo fyf (T)d?‘ fooo fy{ (r)d’r’

foz Jy3 (r)dr B foz Jys (r)dr
fgoo fyf (T)d?’ fooo fy§ (T)d?“
OZ £ () = Fys ()] dr

o0

({fyi‘ (r)dr

T (y1)(2) = T (w2)(2)] <

+

1 1

:ﬁ £y (r)dr 7 £y (r)dr

< g ()i — vl

Entonces del Lema [2.10], si 0 < § < 6* se sigue que T* es un operador contractivo y
es posible aplicar el Teorema del punto fijo de Banach. Ademsés, el problema (2.81)) tiene
una unica solucién no negativa que también es una funcién C*° (R¥).

En el problema , se impuso una condicién de frontera de tipo Robin caracte-
rizada por el coeficiente v > 0 en x = 0. Esta condicién constituye una generalizacion
de la condicién de Dirichlet en el sentido que si se toma el limite cuando v — oo en la
condicién se obtiene la condicion . A continuacién se demostrara que la
solucion del problema converge a la solucién del problema cuando v — 00.
Para tal propdsito, primero es necesario enunciar los siguientes lemas cuyas pruebas son
immediatas.

Lema 2.11. Para cada p > 1, cuando v — +o0o, valen los siguientes resultados de
convergencia:

a) T,(h)(z) = T*(h)(2) para cada h € K y z > 0.
b) g,(2) = ¢*(2) para cada z > 0.
c) §, — 0%

Ademds g(z) > g*(2) y 6, < 6* para todo z > 0,y > 0.

Lema 2.12. Seap>1y
C(z) =2z2p(1 + 2)*(2 + 2), z>0, (2.86)

entonces existe un unico & > 0 tal que C(8) =1 y 0 < C(z) < 1 para todo 0 < z < 4.
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Teorema 2.10. Sean p > 1 y 0 < & < min{é,d,}. Entonces ||y, — y*||c — 0 cuando
v — +00. Ademds,el orden de convergencia es % cuando v — +00.

Demostracién. Primero notar que si 0 < § < min{0, d,} entonces como 4, < 0%, se obtiene
que y, y y* estan bien definidas por los Teoremas 2.7 y 2.9

Entonces para z > 0 se tiene:

L+ Jg fun (r)dr L4y Jo fy (r)dr
1+ *yfooo fy,(r)dr 1+ vfooo fy(r)dr

(1+7fozfyw(r)dr) fooofy* fo = (r)dr (1+7f0 Jy, (1) )
(1+’7fooofyw dr) (fo fye (r )

|y'y<z) - y*<z)| =

fgoo fye(r)dr +~ fgz oy, (r)dr fooo fye(r)dr — foz fy-(r)dr —~ foz fy(r)dr fooo Iy, (r)dr
(L S5~ fo, (r)dr) (fg~ fy(r)dr)

IZOO fy* (T’)d’l”-‘r’y f(;z fy'y (T‘)d’l" fooo fy* (T)d?”—’y f()z fy* (T‘)d?" J‘OOO fyv (T’)d’/‘—’y foz fy’y (T)d’l’ f()oo fy'y (T)dT+’y J‘OZ fy’y (T)d?“ J‘OOO fy'y (T)dr

(147 S5 Fyy ()r ) (J&° Fy (r)r)

Jo S Fr (r)dr oy [ fy, (r)dr 57| fye () = fu, () dr 4 f5 fy (0)dr [55 £y, (1) = fy=(r)] dir
(1 +7 fooo v, (r)dr) (fooo fy <T)d7’)

o YIHOF + 2T 05 [l (1) = o, ()ldr

IN

VT VT
2(149) 2(1+6)
_VIT 0T 4+ VT + 0y/mopy/T+ 0% (24 )|y — ¥*||o
4(115)2
1446
< ML (UTF5E 423801+ 02+ D)lur vl
2(1+ 6)3/2
= 12014+ 0)25p(2+ O)||yy — ¥
T (146)°0p(2 + 9)llyy — vl
2(146)°2

=S+ CO)llyy — ¥l
e T OO =yl

Luego,

. 1 /2(1+ §)>/?
(= o)l - vl < (25,

con C' definida por (2.86)). Finalmente, la convergencia deseada y el orden de convergencia

se obtienen notando que si 0 < § < 4, entonces 0 < C(6) < 1 por el Lema [2.12|
|
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Capitulo 3

Soluciones exactas de problemas de
Stefan a una fase con coeficientes
térmicos variables con fuentes de
calor

En este capitulo, y motivado por [56], se demuestra la existencia y unicidad de solucién de
tipo similaridad de problemas de Stefan a una fase para un material semi-infinito z > 0,
gobernados por una ecuacién no clasica y no lineal del calor con diferentes tipos de fuentes
de calor. Se asume una condicién de tipo Dirichlet en el borde fijo x = 0 y, conductividad
térmica y calor especifico dependientes de la temperatura.

La funcién de control representa un término de fuente de calor para la ecuacion de
calor no lineal. Varios trabajos brindan el significado del término fuente en el interior del
material que puede sufrir en un cambio de fase [51,[172].

Este capitulo esta organizado en tres secciones:

En la primera seccion se plantean los problemas de Stefan que estan motivados por el
modelado de un sistema de regulacién de temperatura en medios isotrépicos en el cual el
término fuente describe un efecto de enfriamiento o calentamiento.

En la segunda seccion se obtiene existencia y unicidad de un problema de Stefan donde
se considera el término fuente de calor de tipo similaridad y se estudia un caso particular.

Por ultimo, en la tercera seccién, se prueba existencia y unicidad de solucién de un
problema de Stefan con una fuente de calor que depende de la evolucion del flujo de calor
en el borde fijo x = 0.

3.1. Problemas de Stefan con fuentes de calor y coefi-
cientes térmicos dependientes de la temperatura

Se considera un problema de Stefan unidimensional a una fase para la fusién de un material
semi-infinito x > 0 donde se impone una condicién de tipo Dirichlet en el borde fijo x = 0

y se describe por una ecuacién de calor no clésica y no lineal en la que se asumen dos tipos
de fuentes de calor F' con conductividad térmica k = k(T) y el calor especifico ¢ = ¢(T),
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dependientes de la temperatura 7' = T'(x,t) dados de la siguiente manera:

K(T) = ko (1+5(T ?f) ) (3.1)
dT):cOQ.+5(£jg)ﬁ, (3.2)

donde § y p son constantes no negativas, ko = k (1) y ¢o = ¢ (1) son los coeficientes de
referencia de la conductividad térmica y el calor especifico, respectivamente, la constante
Ty es la temperatura impuesta en el borde fijo y Ty < Tj es la temperatura de cambio de
fase en la frontera libre desconocida x = s(t), que separa la fase liquida a temperatura
T =T(z,t) de la fase sélida a temperatura constante T’.

El modelo matematico que gobierna el proceso de cambio de fase (proceso de fusion)
se describe a continuacién:

pe(T) a&f ai (k(T)%—i) — F, 0<z<s(t), t>0, (3.3)
T(0,t) =T, > Ty t>0, (3.4)
T(s(t),1) = Ty £>0,  (35)
gT(s( 0),1) = —pl(L), £>0,  (3.6)
5(0) =0, (3.7)

donde las constantes: p > 0 es la densidad y ¢ > 0 es el calor latente por unidad de masa.

Se consideran dos funciones de control F' diferentes, la primera se define como en [51]
y la segunda depende de la evolucién del flujo de calor en el borde fijo x = 0 como en [47].
En este dltimo caso, se tiene una ecuacién de calor no clasica como en [186,(190].

Notar que la existencia y unicidad del problema definido por (3.3))-(3.7) sin término
fuente, es decir con F' = 0, fue desarrollada en el Capitulo 2 de esta Tesis [22].

El primer problema de Stefan que se considera esté definido por (3.3))-(3.7)) conside-
rando la funcién de control dada por [172]:

T

2a+\/t

donde 8 = ((n) es una funcién con propiedades de regularidad apropiadas [51,/172].
Ademas, se estudia un caso particular donde 3 es de tipo exponencial:

F=F(z,t) = Mﬁ( > 0<z<s(t), t>0, (3.8)

1

B(n) = 5 exp(=n"), 0 >0, (3.9)

cuya importancia radica en que es un término de fuente de calor en el uso de energia de
microondas [172].

Por tltimo, se estudia el problema de Stefan definido por (3.3)-(3.7) en el que se
considera la funcién de control dada por:

F:g(%ﬁum) ygﬂoo N >0, t>0, (3.10)
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cuyo término fuente es no uniforme y proporciona un efecto de enfriamiento o calen-
tamiento dependiendo de las propiedades de Fy relacionadas con el flujo de calor (o la
temperatura en otros casos) en el borde fijo x = 0.

Se desea obtener una solucién de tipo similaridad al problema (3.3)-(3.7) mediante la

siguiente transformacion:

T(ZL’, t) - Tf
= — 3.11
donde la variable de similaridad 7 esta definida por:
x
= —, 3.12
"= i (3.12)
y la frontera libre es de la forma
s(t) = 2a\Vt, t>0, (3.13)

donde a? = 5700 es una difusividad térmica de referencia siendo A > 0 un parametro a

determinar.

3.2. Existencia y unicidad de soluciéon del problema
de Stefan con término fuente de calor de tipo
similaridad

3.2.1. Caso General

En esta seccién, se obtiene la solucién exacta del problema de Stefan dado por (3.3))-(3.7))
en donde se considera la funcién de control F' dada por (3.8) y se supone la siguiente
hipdtesis sobre la funcion f:

Hg: 8= B(n) € C(RT) es tal que B(-) exp(-?) € L}, (RT).

loc

Siguiendo el método clasico de Neumann, se propone una solucién de tipo similaridad
(T, s) al problema no cldsico de Stefan (3.3))-(3.7)) y se obtiene una equivalencia entre este
problema y un problema diferencial ordinario de segundo orden:

Teorema 3.1. Sean p > 0,5 >0, A > 0, y € C*(0,)\) y y > 0. El problema de Stefan
definido por (3.3))-(3.7) tiene una solucién de tipo similaridad (T, s) dada por

T(x,t) = (Tp — T}) y (m) + Ty, 0<a<st), t>0 (3.14)
s(t) = 2a\V/t, t>0, (3.15)
st y solo si (y,A\) es una solucion del problema diferencial ordinario definido por
2n(1 + 657 ()y'(n) + [(1+ 6y (m)y' ()] = 5i58(n), 0<n<A (3.16)
y(0) =1, (3.17)
y()‘) =0, (318)
yN) =~ (3.19)

donde Ste = M > 0 es el numero de Stefan.
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Demostracion. Sea (T,s) dado por (3.14)-(3.15) una solucién del problema de Stefan
(3.3)-(3.7). Teniendo en cuenta la variable de similaridad n dada por (3.12) se tiene:

or 1 oT 1

E(wvt) = _%(TO - Tf)m/(??)a %(xvt) = M(TO - Tf>yl(77>7 (320)

y reemplazando estas expresiones en la ecuacién (3.3)), se obtiene que la funcién y = y(n)
debe satisfacer la ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden:

20(1+ 65" (0)y'(n) + [(1 + 6" (0)y' (n)])' = 5=8(n), 0<n<A,

es decir, (3.16)).
Ademéds, la condicién (3.4) implica que

7(0,t) = (To = Ty)y(0) + Ty = To,

resultando la condicién (3.17)) para la funcién y.

De manera similar, teniendo en cuenta que s estd dada por (3.15)), se obtiene de la
condicién (3.5) que
T(S(t),t) = (Tg — Tf)y()\) + Tf = Tf,
y, por lo tanto, la funcion y satisface la condicion ([3.18|).

Finalmente, la condicién de Stefan (3.6)) es equivalente a

k’o al
Ty — To)y'(\) = —pt22
2@\/E(0 f)y( ) P\/%,

y teniendo en cuenta las definiciones de los pardmetros a y Ste, se obtiene que la funcién
y satisface la condicién ((3.19)).

Por lo tanto, (y, A) es una solucién del problema diferencial ordinario de segundo orden

definido por -.

Recfprocamente, si (y, A) es una solucién del problema (3.16)-(3.19), mediante el cam-
bio de variable —, de la condicion se obtiene @, de la condicién ED
se obtiene y la frontera libre x = s(t) estd dada por @, verificandose @ . De
(3.19) y teniendo en cuenta , se obtiene la condicién de Stefan (3.6]). Por tltimo,
teniendo en cuenta (3.20), T' = T'(z,t) estd dada por y satisface la ecuacion ({3.3)).
Asi, (T, s) dada por (3.14)-(B3.15), verifica el problema de Stefan (3.3)-(3.7).

En el siguiente lema se prueba la equivalencia entre el problema diferencial ordinario

definido por (3.16))-(3.19) y un problema funcional:

Lema 3.1. Seanp > 0,6 >0, A >0, y € C*(0,\), y >0, y 8 = B(n) una funcion tal
que verifica la hipotesis Hg.

Entonces, (y,\) es una solucién del problema diferencial ordinario (3.16)-(3.19) si y
solo st A > 0 es una solucion de la ecuacion:

pr(z) =144, 2>0, (3.21)
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y la funcion y = y(n) satisface la ecuacion funcional:

(y(n)) = Vi(n), 0<n< A (3.22)
donde
() = Erarf()ep(:) + 22 [ eple)el(©8(€)de, 220, (3:23)
0
B(2) = 2+ 5727, 0<z<1, (3.24)

A
Wd@=1+ﬁy—ﬁ%@({éB@Mm@%%+Awmﬁo+

Ste (/ B(E) exp(€?) (erf(2) — erf(€)) df) 0<2z<\
Demostracidn. Sea (y,\) una solucién de (3.16))-(B3.19). Definiendo:
v(n) = (1 +0y"(n)y'(n), (3.26)

la ecuacién diferencial ordinaria (3.16|) es equivalente a

v'(n) +2nv(n) = g 5( ),

te

e integrando entre i y A, y teniendo en cuenta las condiciones (3.18) y (3.19)), resulta:

o) = — exp (=1 @@/5 ep(€)de+ Bep(®). G20

Por lo tanto, de y -

(L+0dy"(n)y'(n) = —exp (-7 (sm/ B(€) exp(€?) d€ + &2 exp()\2)) (3.28)

Si se integra ((3.28) entre 0 y 1, y en virtud de , se obtiene
yw0+wywy4+m—mm@wmﬂ>

~ 5 / / B(E) exp(—r2) exp(€?) dE dr. (3.29)

Dado que

/ / B(E) exp(—r?) exp(€?) de dr = / / B(E) exp(—r?) exp(€?) dr de-+
/ / B(E) exp(—12) exp(£2) dr de

=%Akww&m@m+@mw/m&mwm

—%A%mawmmm&m@m+4mwlﬁ@wm%m

o4

(3.25)



resulta

A
o) (14 507 0) = 1+ 3 = Y2t (2 [ 56 expe) e+ Aexp(0)) +

+ 3 0 " (ext(n) — erf(€)) BE) exp(€) dE, 0< <A, (3.30)

es decir, la funcién y = y(n) satisface la ecuacién funcional ([3.22]).

Al tomar 7 = X en la ecuacién (3.30) y usando (3.18)), se concluye que A > 0 satisface

la ecuacién ((3.21)).
Por lo tanto, (y, \) es una solucién del problema funcional (3.21))-((3.25)).
Reciprocamente, si (y, A) es una solucién del problema funcional (3.21))-([3.25]), entonces

o) = 1+ 5 = o) = 50 (2 [ () expl€?) de+ Aol

sm<//3 §) exp(§ (ﬂﬂm—@ﬂﬂ)%>,0§n§A. (3.31)

Si se deriva la expresion anterior respecto de 7 se obtiene:

A
o (1) + 4P ()y () = — 2B (2 | steyexnier)de + Aexp<v>)
+shexp(=?) [ A exple?) e, (332)

y al derivar esta tltima respecto de n resulta:

(14 557 () /()] = exp(—1) (2 [ s@ exalenae + expw))
— Enexp(— / B() exp(€2) de + - B(r).

que teniendo en cuenta (3.32)) en la expresién anterior se obtiene la ecuacién (3.16)).

De (3.31]), tomando i = 0 se obtiene:

d
y(0) + 1y (0) = 1+ -4,

de la cual necesariamente y(0) = 1, es decir (3.17)), ya que en cualquier otro caso se llega
a una contradiccion.

Si en (3.31]), se toma 1 = A se tiene:
y) (14 5507 00) =1+ 3255 = @iV,

y como A es una solucién de (3.21)), la expresién anterior se verifica si y(A) = 0, esto es,
la condicion (3.18)).

Por ultimo, tomando 7 = A en (3.32) y teniendo en cuenta que y(\) = 0 se tiene la
condicién ([3.19)).
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Por lo tanto, (y, A) es una solucién del problema diferencial ordinario (3.16)-(3.19)).
[

Se probara ahora que el problema funcional definido por (3.21))-(3.25|) tiene una tnica
solucién (y, \).

Lema 3.2. Sip > 0,6 >0y S = B(n) > 0 verifica la hipdtesis Hg, entonces eriste

una unica solucion (y,\) del problema funcional definido por (3.21)-(3.25) con A > 0,
y € C*(0,)) yy >0.

Demostracion. La funcién ¢; = p1(z) dada en (3.23)) verifica: ¢1(0) = 0, ¢1(+00) = +00
y ¢'(z) > 0 para todo z > 0 por lo que ¢; es una funcién creciente en [0, +00). Entonces,
existe una tnica soluciéon A > 0 de la ecuacion (3.21)).

Por un lado, la funcién ® = ®(z) definida en (3.24) verifica que ¢(0) = 0, &(1) =1 + %
y ®'(2) > 0en (0, 1) por lo que ® es funcién creciente en [0, 1]. Entonces, es posible definir
la funcién &~ : 0,1+ 45] — [0, 1].

Por otro lado, la funcién ¥, = ¥,(z) dada por |D satisface que W (0) = 1 4 -2

p+17
Ui(A) =0y ¥ (2) <0en (0,\) por lo que ¥ es una funcién decreciente en [0, A]. Luego,

Uy (2) € [O, 1+ 1%} para todo z € [0, A].

Asi, se concluye que existe una tnica funcién y € C?(0,\) solucién de la ecuacién

3.22|) dada por
P

De los resultados obtenidos, se tiene entonces:

Teorema 3.2. Seanp > 0,5 > 0 y 8 = B(n) una funcion tal que verifica la hipdtesis Hg.
El problema de Stefan definido por — tiene una unica solucion de tipo similaridad
(T,s) dada por (3.14)-(3.15) donde (y, ) es la tnica solucion del problema funcional
definido por (3.21)-(3.25) donde A >0, y € C*(0,A), y > 0.

Demostracion. Surge de la equivalencia entre el problema de Stefan — con el pro-
blema diferencial ordinario — establecida en el Teorema de la equivalencia
entre el problema diferencial ordinario - con el problema funcional —
3.25)) que se prueba en el Lema y de la unicidad de solucion del problema funcional
3.21))-(3.25)) que se demuestra en el Lema

Observaciéon 3.1. Por un lado se tiene que la funcion Wy dada por (3.25)) es una funcion
decreciente en [0, \] con U1(0) =1+ ﬁ y ¥i(A) =0.

Por otro lado, la funcion ® definida en (3.24)) es una funcion creciente en [0, 1] con
P0)=0yP(1)=1+ %. Entonces, de (3.33), sigue que

0<y(m) <1, 0<n<A
y en virtud del Teorema[3.3 se tiene, como era de esperar, que:

Ty <T(x,t)<Ty, 0<xz<s(t), t>0.
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3.2.2. Caso particular

Ahora, se considerara un caso particular del problema (3.3)-(3.7)), donde la funcién g es
de tipo exponencial y estda dada por:

1

B(n) =5 exp(=n*), 0 >0.

Como la funcién (3 satisface la hipdtesis Hg, se tiene inmediatamente el siguiente
resultado:

Corolario 3.1. Sip >0y d > 0, entonces el problema de Stefan definido por (3.3))-(3.7)
tiene una unica solucion de tipo similaridad (T, s) dada por (3.14))-(3.15) donde A > 0 es
la inica solucion de la ecuacion:

Z(z) = 25, z >0, (3.34)
con
Z(2) = g (exp(—2z%) — 1) + é/TzZ erf(z) (exp(2®) +1) =1, 2z >0, (3.35)

y la funcién y € C*(0,\), y > 0 satisface la ecuacion
y(n) (1 + %y”(n)) =1+ 25+ 5 (1 —exp(—1%)

— ¥ X erf(n) (I+exp(A?)),  0<p<A (3.36)

En la Figura se grafica la solucién A de la ecuacién (3.34)) para diferentes valores
de Ste y p, asumiendo § = 5. Ademads en la Figura [3.1b se grafica la solucién y = y(n)
de la ecuacion ([3.36)) para diferentes valores de p, asumiendo d = 5 y Ste = 1.

1.4 1

p=0.5
0.8
p=16
p=10

LER

0.7

0.8 -

0.5 -

y(n)

0.4 -

0.3

0.2

0.1

o
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0o 02 04 06 0B 1 12 14 18 18 2 22 24 28 28 3 o 01 02 03 04 0s o0& o7 oa :F:] 1

Ste Yl

(a) Coeficiente A en funcién de Ste para 6 =5  (b) Funcién y = y(n) para Ste=1,0 =5

Figura 3.1: Graficas del coeficiente A y de la funcién y = y(n).
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Observacion 3.2. Para el caso particular p = 1, es decir, la conductividad térmica y el
calor especifico lineales respecto a la temperatura T = T(x,t):

R(T) = ko (14055 ) . oT) = o (1+ 074,

respectivamente, se tiene que la unica funcion y = y(n) solucion de la ecuacion ({3.36)
viene dada por:

y(n) =3 {\/1 +20 (14§ + o= (1 —exp(—n?)) — Q/Ti)‘ erf(n) (1 4 exp(A?)) — 1] ,

con 0 < n < A\, donde X > 0 es la inica solucion de la ecuacion (3.34) para p = 1, es
decir,

st (exp(—=2") = 1) + Y2z erf(2) (exp(2”) +1) = 1+ 3.

Lema 3.3. Para un p > 0 fijo, se define A\, como la inica solucion a la ecuacion ([3.34)).
Entonces se cumplen las siguientes estimaciones:

0<A—XA=0(p-1) cuando p — 17, (3.37)
0< A=A =0(1-p) cuando p — 17. (3.38)

Demostracion. Para probar (3.37)), se considera el tridngulo con vértices Py(A,, Z(\,)),
Pi(A, Z(N\)) v Pa(A1, Z2(A\1)) donde Z es la funcién dada por (3.35]). Teniendo en cuenta

N

que p > 1, si a, = P, Py P, entonces

_d(p=1) 1
0< A=A = 2(11)+p)M'

La funcién Z es convexa, creciente, y satisface Z(0) = —1, Z(400) = 4o00. Si se
denota con r > 0 a la tnica raiz de Z, entonces 0 < Z'(r) < Z'(\,) < tan(ay,).

Como consecuencia se obtiene:

O< A=A < (p—1).

4Z'(r)

La estimacién (3.38) se prueba de manera similar.
|

3.3. Existencia y unicidad de solucién del problema
de Stefan con una fuente de calor que depende
de la evoluciéon del flujo de calor en el borde fijo

En esta seccion se prueba la existencia de tnica solucion del problema de Stefan dado por
(3.3)-(3.7), donde se considera que la funcién de control F' depende de la evolucién del
flujo en el borde fijo x = 0, es decir

oT Xo OT
F=F|— S el .
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De manera similar a lo probado en el Teorema si se sigue el método clasico de
Neumann y se propone una solucién de tipo similaridad (7', s) al problema no clasico de
Stefan —, mediante la transformacion donde 7 es la variable de similaridad
dada por (3.12)), entonces se obtiene una equivalencia entre este problema y un problema
diferencial ordinario de segundo orden:

Teorema 3.3. Sean p > 0,5 >0, A > 0, y € C*0,)\) yy > 0. El problema de Stefan
definido por (3.3)-(3.7) tiene una solucién de tipo similaridad (T, s) dada por

T(w,t) = (Ty — Tf) y (#) + Ty, 0<z<s(t), t>0, (3.39)
s(t) = 2a\/t, t>0, (3.40)

si y solo si la funcidn y = y(n) y el pardmetro X > 0 satisfacen el siguiente problema
diferencial ordinario de sequndo orden:

2n(1 +oy*(n))y'(n) + [(1 + 0y (n)y'(n)] = Ay'(0), 0<n <A, (3.41)

y(0) =1, (3.42)

y(A) =0, (3.43)

y(\) =-2, (3.44)
co(To—Ty)

donde A = /)20—?1 >0 y Ste = > 0 es el numero de Stefan.

4

Se probara en el siguiente lema que el problema diferencial ordinario de segundo orden
dado por (3.41))-(3.44)) es equivalente a un problema funcional:

Lema 3.4. Seanp > 0,6 >0, A > 0, y € C*0,\) y y > 0. Entonces, (y,\) es una
solucion del problema diferencial ordinario (3.41))-(3.44)) si y solo si A es una solucion de

la ecuacion:
pa(2) =14 47, 2> 0, (3.45)
y la funcion y = y(n) satisface la ecuacion:
P (y(n) =Ya(n), 0<n<A, (3.46)
donde ® estd dada por Y
STz exp ()

Pa(2) = Ste (A [ exp(£2) d€ + 1+ 6) ) 220, (347)
) VT exp(\?)

Py(z) =1 — z), 0<2z< A, 3.48

B =t Ste(AfO*exp(e)dgHH)M() =5 (345)

w(z) = (1+0)erf(z) + A/OZ exp(£?) (erf(z) — erf(€)) de, z > 0. (3.49)
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Demostracion. La prueba es similar a la del Lema Sea (y, A) una solucién del problema

diferencial ordinario (3.41))-(i3.44]).

Llamando v(n) = (1 4 6y”(n)) ¥'(n), de la ecuacién diferencial ordinaria (3.41f), resulta
que v = v(n) satisface

v'(n) + 2nv(n) = Ay'(0),
y teniendo en cuenta la condicién (3.42)), la funcién v puede reescribirse como:

o(a) = exp () 0) (4 [ exple)de +145)).
Por lo tanto:
(14 67(n) /(1) = exp (—2)y/(0) (A / " oxp(€2)de + 1+ 5) (350

Al tomar n = X en la ecuacién anterior y usando las condiciones (3.43) y (3.44)), se
obtiene:

, 2\ exp(\?

y(0) = — : p(A%) . (3.51)
Ste (A I exp(€2) de +1 + 5)

Si se integra la ecuacion (3.50) en (0,7n) y en virtud de (3.42), se obtiene:

y(n) (1 + ﬁzﬂn)) =1+ 2+ (14 0)y/(0) % erf(n)+
n n
+ Ay/(0) / / exp(—12) exp(€?) dr de. (3.52)
0 Je

Dado que
n n n
/ / exp(—r) exp(&?) dr de = ¥ / (erf(n) — erf(€)) exp(€2) de.
0 I3 0

y del valor de y'(0) obtenido en (3.51)), resulta

VT exp(\?)

14 G g =14+ -2 — 1+0)erf

y() (145597 ) =1+ 55 St (A exple) 6 +17.0) [(1+8) ext(n) +
+A /On(erf(n)—erﬂ&))exp(@)df}, 0<n<A, (3.53)

es decir, la funcién y = y(n) satisface (3.46)).

Al tomar n = X en la ecuacién anterior y usando la condicién (3.43)), se concluye que
A > 0 es una soluciéon de la ecuacion ((3.45)).

Por lo tanto, (y, A) es una solucién del problema funcional definido por (3.45))-(i3.49)).

Reciprocamente, si (y, A) es una solucién del problema funcional (3.45)-(3.49)), se tiene
que:

VA exp(\?) p
Ste <A S exp(€2)de +1+ 5)

y(n) =1+ 35 — 5" (n) — m), 0<n<A\ (3.54)
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Tomando 7 = 0 en la expresién anterior se obtiene:

5 pHl() — 5
y(0) + S5y (0) = 1+ 4,

de la cual necesariamente y(0) = 1, es decir (3.42)), ya que en cualquier otro caso se llega
a una contradiccion.

De (3.54)), tomando n = A se tiene que:

o o
yA) =1+ ——— p—y”“(A) -

Vi exp(X?) o
Ste <A I exp(e2)de +1+ 5)

usando ([3.47)), se puede reescribir como
yO) (14259 0)) = 1+ 555 — 220,

y dado que A es una solucién de (3.45)), la expresién anterior se verifica si y(\) = 0, esto
es, la condicién ((3.43)).

Si se deriva la expresion (3.54)) respecto de 7 se tiene:

2 exp(— 2 n
Y (n) = —8y"(n)y' (n) — Stezjzfiip)(§2f§£jllé> (A /0 exp(¢?) dé + 1 +5) . (3.55)

al evaluarla en 7 = X y del hecho que y(\) = 0, se obtiene la condicién ([3.44)).
Si en (3.55)) se toma n =0y como y(0) = 1 se tiene que:
2\ exp(\?)

"0) = — :
0 Ste (Af(f eXp(£2)df—|—1+5>

que al sustituir esta expresion en (3.55)) resulta

o (1) + 547 ()y/ () = ' (0) expl(—17) (A / " oxp(e) de 1+ 6) (350

Al derivar esta 1ltima expresion con respecto a 7 se obtiene:
n
[y'(m) + 5P (n)y' ()] = —2ny/(0) exp(—n?) (A/ exp(€?) d€ +1+ 5) + Ay'(0),
0

y usando se deduce que
[y'(n) + 0y (my' ()] = =20 (/' (n) + 9" (n)y' () + Ay (0),

esto es (3.41)).

Asi, (y, A\) es una solucién del problema diferencial ordinario (3.41))-(3.44)).
|

A continuacién se demuestra que el problema funcional definido por (3.45)-(3.49) tiene
una unica solucién (y, A).
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Lema 3.5. Sip > 0, § > 0, entonces existe una unica solucion (y,\) del problema

funcional definido por (3.45)-(3.49) con A >0, y € C*(0,\) yy > 0.

Demostracion. La funcién ¢y definida en ([3.47) verifica que p2(0) = 0, po(+00) = 400 y
ademds @h(z) > 0 para todo z > 0, por lo que ¢, es una funcién creciente en [0, +00).
Entonces, existe una tnica solucion A > 0 para la ecuacion ((3.45)).

Sea ® la funcién dada por (3.24). Dado que ®(0) =0, ®(1) =1+ i% y @ en funcién

creciente en [0, 1], entonces existe la funcién @' : [0,1 + %] — 10, 1].

Por otro lado, la funcién Wy = Wy(z) definida en (3.48) satisface que Wy(0) = 1+ ﬁ,

Uy(A) =0,0 < Wy(z) < z% para todo z € [0, A\] y U,(z) < 0 en (0,)), por lo que ¥y es
una funcién decreciente en [0, A].

Asi, se puede concluir que existe una tnica funcién y € C?(0, \) solucién a la ecuacién

(3.46]) y esta dada por:
y(n) =@ (Ta(n)), 0<n<A (3.57)

[ |
De la equivalencia entre el problema de Stefan con el problema diferencial ordinario
(Teorema [3.3)), de la equivalencia entre el problema diferencial ordinario con el problema

funcional (Lema y de la unicidad de solucién del problema funcional (Lema [3.5)), se
puede afirmar que:

Teorema 3.4. Seanp >0 y § > 0. El problema de Stefan definido por (3.3)-(3.7) tiene
una unica solucion de tipo similaridad (T,s) dada por (3.39)-(3.40) donde (y,\) es la
tinica solucion del problema funcional definido por (3.45)-(3.49) con A > 0, y € C*(0,\)
yy=0.

Observacion 3.3. Por un lado se tiene que la funcion Vo = Wy(z) definida en (3.48)) es
una funcion decreciente en [0, A] con ¥9(0) =1+ % y Uy(A) = 0.

Por otro lado la funcion ® = ®(z) definida en (3.24]) es una funcion creciente en [0, 1]
con ®(0) =0 y ®(1) = 1+ -2-. Entonces se sique que

p+1°
0<ym) <1, 0<n<A
y del Teoremal[3.4] se obtiene, como era de esperar, que

Ty < T(x,t) <To, 0<z<s(t), t>0.
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Capitulo 4

Soluciones exactas de problemas de
Stefan a dos fases en un dominio
angular con coeficientes térmicos
variables

En este capitulo, motivado por |144}/196,(199], se consideran problemas de frontera libre
unidimensionales a dos fases para el proceso de solidificacién de un material semi-infinito
x > 0 en un dominio angular donde los coeficientes térmicos son variables y dependientes
de la temperatura. La sustancia inicialmente se encuentra en estado liquido y cuando la
temperatura estd por encima de la temperatura de congelacion se aplica un enfriamiento
en r = (0. La temperatura del liquido en el momento inicial en z = 0 desciende hasta
el punto de congelacién y comienza la solidificacién, donde z = s(t) es la posicién de la
interfase. A medida que el liquido se solidifica, se encoge y aparece un dominio angular,
es decir, una regién vacia entre x = 0 y = rs(t) con

r=1-2¢(0,1), (4.1)

P1
donde p; > 0 es la densidad de la region i siendo ¢ = 1 la regién sélida y ¢ = 2 la region
liquida.

Este capitulo esta organizado en dos secciones:

En la primera seccién, se estudia la existencia y unicidad de la soluciéon del problema
de Stefan a dos fases en un dominio angular con una condicién de tipo Dirichlet en el borde
x = rs(t). También, se demuestra la existencia de tinica solucién del mismo problema de
Stefan a dos fases pero imponiendo una condicién de tipo Neumann en el borde z = rs(t).

En la segunda seccion, usando los resultados obtenidos en la seccién anterior y motiva-
do por [16,68,188], se impone al problema de Stefan a dos fases en el dominio angular con
condicién de tipo Dirchlet en & = rs(t), una sobrecondicién de tipo Neumann en el borde
x = rs(t). Esto permite determinar coeficientes desconocidos en el proceso de cambio de
fase y obtener féormulas para los mismos bajo ciertas condiciones necesarias y suficientes
sobre los datos.
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4.1. Problemas de Stefan a dos fases en un dominio
angular con coeficientes térmicos dependientes
de la temperatura

Se consideran dos tipos de problemas de Stefan unidimensionales a dos fases en un do-
minio angular para la solidificacion de un material semi-infinito x > 0, que inicialmente
se encuentra a temperatura B, con conductividad térmica k(T') y calor especifico ¢(T)
dependientes de la temperatura dados por:

x 7,-B\"
ki(Ti) = k; [1 + Bi (Tf—_3> } ) (4.2)
pi
() = [1+ 5 (322)"] (4.3)
donde T} = Ti(z,t) es la temperatura del solido, Ty = Ty(x,t) es la temperatura del
liquido, B; > 0, p; > 0, kf = k; (T) es la conductividad térmica de referencia, ¢ = ¢; (T%)

es el calor especifico de referencia, para ¢ = 1,2 y Ty es la temperatura de congelacién
con B >Tj.

El problema de frontera libre a dos fases en un dominio angular con una condicion de
tipo Dirichlet en el borde x = rs(t) consiste en hallar la temperatura 7' dada por:

Ti(z,t) si rs(t) <z <s(t), t>0,
T(x,t) = Ty  si r=s(t), t>0,
To(x,t) si x> s(t), t>0,

y la posicién de la frontera libre = = s(t), t > 0 tal que

% <mm%) = pier(Th) (% + ré(t)%) L ors(t) <z <s(t), t>0,  (4.4)
% (@(Tﬁ%) = pzcg(TQ)%, x> s(t), t >0, (4.5)
Ty(+00,t) = Ty(,0) = B > T, z>s(t),  (4.6)
Ti(s(t),t) = Ty(s(t),t) = Ty, t>0, (4.7
kf%(s(t),t) — k;%(s(t), t) = p1ts(t), t >0, (4.8)
s(0) =0, (4.9)
Ti(rs(t),t) = A < Ty, t>0, (4.10)

donde ¢ > 0 es el calor latente de fusién por unidad de masa constante y comun a ambas
fases y A < Ty es la temperatura en el borde x = rs(t). La difusividad térmica de
referencia del sélido y del liquido estd dada por a; = a? = %7 1 = 1, 2, respectivamente.

También, se considera el problema de frontera libre unidimensional a dos fases en un
dominio angular imponiendo una condicién de tipo Neumann en el borde x = rs(t). Mdas
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precisamente, se considera el problema de Stefan a dos fases en un dominio angular que

estd gobernado por las ecuaciones (4.4))-(4.5)), las condiciones 1} y la condicién
oT;
ki (T1(rs(t), ) 5 (rs(t), ) = % @6 >0, t>0, (4.11)

en lugar de la condicion (4.10)) del problema (4.4))-(4.10]).
En la Figura [£.1] se representa el dominio angular en el plano x,¢ correspondiente al

problema de Stefan a dos fases (4.4))-(4.10]).

/

\

Figura 4.1: Representacion del dominio angular en el plano x, ¢.

x

4.1.1. Existencia y unicidad de soluciéon del problema de fron-
tera libre a dos fases con una condicién tipo Dirichlet

En esta seccion se prueba la existencia y unicidad de solucién de tipo similaridad del
problema de frontera libre a dos fases en un dominio angular con contraccion en el que se
impone una condicién de tipo Dirichlet en z = rs(t) definido por ([{.4)-(4.10)), donde las
temperaturas Ty = Ti(x,t) y To = Ty(z,t) dependen de la variable de similaridad dada

por
x

= — 4.12
g 2)\\/ Oégt ’ ( )
donde A > 0 es un coeficiente desconocido adimensional a determinar.
Mediante el siguiente cambio de variable:
B —Ti(x,t) B —Ty(x,t)
_ = — =Y 4.13
y1(n) BT, vy 3 B-T, (4.13)
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la frontera libre se mueve de la siguiente manera:

s(t) = 22 ant, t>0, (4.14)

y asi se obtiene el siguiente resultado que establece la equivalencia entre el problema de
Stefan a dos fases (4.4))-(4.10) con dos problemas diferenciales ordinarios acoplados:

Teorema 4.1. Sean p; > 0, B; > 0 con i = 1,2. El problema de Stefan definido por
(4.4)-(4.10) tiene una solucion de tipo similaridad (11, T, s) dada por:

Ty(z,t) = (Ty — B)y1 (n) + B, rs(t) <z <s(t), t>0, (4.15)
Ty(z,t) = (Ty — B) y2 (n) + B, x> s(t), t>0, (4.16)
s(t) = 22/ ant, t>0, (4.17)

si y solo si las funciones y, = y1(n) € C*(r,1), y1 >0, y2 = yo(n) € C*(1,4+00), y2 >0 y
el pardmetro X\ > 0 satisfacen los siguientes problemas diferenciales ordinarios:

/

e ; [(1 8 Y M)+ —1) (L4 B () () =0,  r<n<l1, (4.18)

2\ %«
A-B
n(r) = T,—B (4.19)
yi(1) =1, (4.20)
y
Sz [+ B )]+ (1 B ) waln) = 0. n>1 (42)
ya(1) = 1, (4.22)
Y2(+00) = 0, (4.23)

acoplados por la siguiente condicion

1"‘61 ki‘/ / o _2>‘2 P1
(155t - = o (420

donde Ste = w > 0 es el numero de Stefan.

Demostracion. Sea (11, Ts, s) dada por (4.15))-(4.17) una solucién del problema de Stefan a
dos fases (4.4)-(4.10]). Teniendo en cuenta el cambio de variable definido en (4.13)), siendo
n la variable de similaridad dada por (4.12)) se tiene que:

o 1 , on 1 o
iy (Ty — B)nyy(n), 5 = QA\/a—ﬂ(Tf B)yi(n), (4.25)
o, 1 , o, 1 o
Ty (Ty — B)nys(n), o QA\/Q—Qt(Tf B)yy(n). (4.26)

*

Al reemplazar (4.25) en la ecuacion 1} y teniendo en cuenta que «; = k para

pic

i = 1,2, se obtiene que la funcién y; = y;(n) debe satisfacer la ecuacién diferencial
ordinaria de segundo orden:

(€51

o [+ Bt )] + (=) L+ Bl ) =0, r<n<l
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y al reemplazar (4.26)) en la ecuacién (4.5)) se obtiene que y2 = yo(n) debe satisfacer la

ecuacion diferencial ordinaria:

2N [(1 + Ba° (0 ))95(77)]/ + 1 (1+ Boys? () wh(n) = 0, N> 1.

La condicion (4.7)) implica
E(S(t),t) = (Tf—B)yl(l)—i—B:Tf, 1= 1,2,
de lo que se obtiene la condicién (4.20)) si i = 1 para la funcién y;, y la condicién (4.22))
si ¢ = 2 para la funcion ys.
De la condicién (4.10) se tiene
Ti(rs(t),t) = (Tr — B)y(r) + B = A,

de donde se deduce la condicion (4.19) para la funcién y;.
La condicion (4.6]) implica

y por lo tanto se tiene la condicién (4.23)) para la funcién ys.
Por ultimo, la condicién de Stefan (4.8) es equivalente a

k‘lf k‘; / )‘plg\/Oé_Q

o 2)\—\/@(1 + B2)(Ty — B)ys(1) = i

y llamando Ste = CE(B; T ), se obtiene la condicién (4.24]) que acopla los dos problemas
diferenciales ordinarios (4.18)-(4.20) y (4.21)-(4.23).

Asi, (y1,y2, ) es una solucién de los problemas diferenciales acoplados (4.18])-(4.24]).
Reciprocamente, si (y1,y2, A) es una solucién del problema (4.18))-(4.24)), mediante el
cambio de variable (4.12))-(4.13) se tiene que:

La temperatura 77 = Ti(x,t) estd dada por (4.15)), y teniendo en cuenta (4.18]) y
(4.25)), sigue que T} satisface la ecuacién 1' De forma similar, Ty = Ty(x,t) estd dada
por (4.16]), y teniendo en cuenta (4.21) y (4.26)) entonces T» satisface la ecuacién (4.5)).

De las condiciones (4.20) y - se obtiene y la frontera libre x = s(t) esta
dada por - verlﬁcandose

De las cond1c1ones (4.23) v (4.19), se obtlenen . y , respectivamente. Por
ultimo, de temendo en cuenta (4.25) v (4.26), se obtlene la condicion de Stefan

)
Luego, (T, T3, s) dada por (4.15))-(4.17]), verifica el problema de Stefan (4.4))-(4.10)).
[

(1+ B80Ty = B)yi(1) —

En el siguiente lema, se demostrara la equivalencia entre los problemas diferenciales
ordinarios acoplados definidos por (4.18])-(4.24]), con un problema funcional:
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Lema 4.1. Sean p; > 0, 8; > 0 coni = 1,2, A >0, y; € C*(r,1) cony; >0 yys €
C?(1,+00) con yy > 0. Entonces (y1,y2, \) es una solucién de los problemas diferenciales
ordinarios acoplados (4.18])-(4.24) si y solo si las funciones y1, yo satisfacen:

Fi(y1(n)) = Gi(n), r<n<l, (4.27)
Faye(n)) = Go(m),  m=1, (4.28)

y el parametro X > 0 es una solucion de la ecuacion:

M) =N(),  2>0, (4.29)

donde
Fi(2) =2+ %zlﬂ”', i=1,2, >0, (4.30)
Gi(:) = (F() - 7 (£5)) igigilg + 7 (A8), r<z<1, (431)
Ga(2) = Fa(1) 5, 1 2> 1, (4.32)
M) = \fatl (P00 - 7 (#25)) T i) e RO 200 0
N(z) = —ize, 1 2 >0, (4.34)

Demostracion. Sea (y1,y2, A) una solucién de los problemas diferenciales ordinarios aco-
plados (4.18)-(4.24]).

Definiendo la funcién v1(n) = (1 4+ Syt (n))y4(n), la ecuacién diferencial ordinaria

(4.18) es equivalente a

Qi
M”i(ﬁ)+(7i—7’)v1(ﬁ)=07 r<n<l,
y por lo tanto
v1(n) = Cyexp (—/\23‘—3(7] — r)z) : r<mn<l, (4.35)
donde C; € R. Asi,
L+ B )wh(n) = Crexp (-N2(p=r)?), r<p<l (430

Si se integra la expresion anterior con respecto a 7 entre r y 1, y se tienen en cuenta

las condiciones de frontera (4.19))-(4.20)), se obtiene:

51 14p1 Cl aq ﬁ
— a2 _ < < .
nn) + ) = oot (\WZm-n)+D,  r<w<1 (@37)

donde las constantes reales C; y D; estan dadas por:

2 (6] A

A= (A0 -7 (#5)) Vo (/za-n)

D =F (%) . (4.38)

es decir, y; = y1(n) satisface la ecuacién (4.27)).
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De manera similar, si se define la funcién ve(n) = (1 + B2vb>(n))yh(n), la ecuacién
diferencial ordinaria (4.21]) es equivalente a

2/\2 ( )+77U2(77) 07 n > 17

y por lo tanto
vy(n) = Coexp (=N°0°),  n>1, (4.39)

con Cs € R. Luego,

(14 Bays?(n))ys(n) = Caexp (=X*n?) n>1. (4.40)

Si se integra esta ultima igualdad con respecto a i en (1,+00), y se tienen en cuenta

las condiciones (4.22))-(4.23)), se obtiene

Ba 1+p2 02 \/_
— = ——erf(A D >1 4.41

y2(n) + \

donde las constantes reales Cy y Dy son:

2 A _ C’g\/_
e I (4.42)

y por lo tanto la funcién ys = y2(n) satisface la ecuacién (4.28)).

Sien (4.36) y (4.40) se toma 1 = 1, usando (4.20) y (4.22), se tiene
Cs
yl( ) 1_'_51 exp 051( T) ) y2( ) 1_’_62

con Cy y Cy dadas por (4.38) y (4.42), respectivamente. Finalmente, al sustituir (4.43)) en
(4.24), se obtiene que A > 0 satisface la ecuacion (4.29).
Asi, (y1,y2, ) es una solucién del problema funcional (4.27])-(4.34)).

Reciprocamente, si la terna (yi,y2, \) es una solucién del problema funcional (4.27))-
(4.34) entonces:

B 1+p1(n) Cy Oé1ﬁ

Cy = F(1)

exp (=A%), (4.43)

_ VT f()\ [az () _ ) Dy, r<n<1, (4.44
y1(n) T+ + 2V oy 2 er 2m—=r))+D1, r<n< (4.44)
62 1+p2 2 \/_
=—— ———erf(A D >1 4.4
y2(n) T () + <=5 erf(n) + De, n=1, (445)
donde C, Dy, Cy y Dy estéan dadas por (4.38]) y (4.42), respectivamente.

Mediante simples calculos, se obtiene que las funciones y; dada por - y Yo dada por
(4.45)), satisfacen las ecuaciones diferenciales ordinarias (4.18)) y (4.21)), respectivamente.

De (4.44), tomando n = 1 y n = r, se obtienen:

Pl (1) = (1) + T () = 14 (4.46)
A—-—B\" A-B
Finlr) =m0+ 2 —1s P (2B AR
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respectivamente, donde (4.46)) se verifica si y;(1) = 1y (4.47) se satisface si y;(r) = :é___%'

Ademds, estos valores son unicos porque F; = Fi(z) es una funcién creciente en [0, +00)
con F1(0) = 0y Fi(+00) = +oo. Asi, necesariamente se tienen las condiciones (4.19)) y
(14.20).

De manera similar, tomando 7 = 1 en (4.45)), se obtiene:

Fal()) = sall) + 1m0 = 1 (1.48)

la cual se verifica si y2(1) = 1. Ademas, este valor es tinico pues Fy = F»(2) es una funcién
creciente en [0,400) con F(0) = 0y Fa(+00) = +oo. Por lo tanto, se tiene la condicién
@29).

Si en (4.45)) se toma 1 — 400, resulta

BQ 1+p2
+0) = ——"— +00),
a(ro0) = =™ (+00)

la cual se verifica si yo(+00) = 0, es decir, la condicién (4.23)).

Si se derivan (4.44))-(4.45) respecto de 7, se las evalia en 7 = 1 y se tiene en cuenta
que y1(1) = y2(1) = 1, se obtienen:

V(1 + Bl)y’l(l) _ \/@@ (}_1(1) _r (f;‘_%)) exp (—)\23_?(1 — r)2>

2X o k3 erf ()\\/Z:f(l — T)) 7
VT(l+5) exp(—A?)
2\ ve(1) = =F2(1) erfc(\)

Dado que A es una solucién de la ecuacion (4.29)), teniendo en cuenta las expresiones
anteriores se obtiene:

\/7_Tk* 1+51 / \/7_T 1+ﬁ2 / _ _)‘\/Epl
7%(A)%m“7(x)%m—&eg

esto es, la condicién acoplada (4.24)).

Luego, (y1, %2, A) es una solucién de los problemas diferenciales ordinarios acoplados

[19-(29).
[ |

Se probara ahora que el problema funcional definido por — tiene una tnica
solucién, es decir existen tnicas funciones y; € C?(r,1) solucién de la ecuacién ,
y2 € C?(1,+00) solucién de la ecuacion y un unico pardmetro A > 0 solucién de la
ecuacién M(z) = N (z) donde las funciones M y N estan definidas por y (4:34),

respectivamente.
Lema 4.2. Sip; > 0, §; > 0 con i = 1,2, entonces existe una unica solucion (yi, Yy, A)

del problema funcional definido por ([A.27)-(4.34) con X > 0, y; € C?*(r,1), y1 > 0 y
Yo € C?(1,400), y2 > 0.
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Demostracion. Notese primero que F; = F;(z) definida por (4.30) es una funcién creciente
en [0, +00) y F;(z) > 0 para todo z > 0, con i = 1,2,

A-B
T;—B

Dado que A < Ty < B, entonces se obtiene > 1y asi

F(#5) > A,

de lo que se deduce que, para cada A > 0, se obtiene que la funcién G; = Gy(z), r <z <1

dada por (4.31)) satisface:

DZOVEE) | g (4 (1- w) > Fi(1) > 0. (449)

1(2) = F [25) 22
Gi(2) ( )eff(k\/ajl(lf’")) et (A /22 (1-1))

Entonces, para cada A > 0, existe una tnica funcién y; € C?(r,1) solucién de la

ecuacion (4.27) dada por
yi(n) = Fy H(Gi(n), r<n<l (4.50)

Del mismo modo, teniendo en cuenta que Go(z) > 0, para cada z > 1, se tiene que
existe una tnica funcién y, € C?(1, +00) solucién de la ecuacién ([4.28) y estd dada por

y2(n) = F5 ' (Ga(n)), n> 1. (4.51)

Para probar que la ecuacion (4.29) tiene tnica solucién, se reescribe la funciéon M
dada por (4.33) como:

M(z) = \Fz_ (]—"1(1) s (;;:g)) M, (z\/gifu - 7‘)) 4 F(D)Ma(z), 2 >0, (4.52)

con

M,y (z) = %{5), Ma(z) = %, 2> 0. (4.53)

Es facil ver que estas funciones cumplen con las propiedades:

M;(0) = +o0, M (+00) =0, M(z) <0, vz >0,

Mo(0) = 1, Mo(+o0) = 400, My(:)>0, vzso

Entonces, sigue que la funcion M = M(z), z > 0 es creciente, M(0) = —oc0 y
M(+00) = +00. Ademds, la funcién N' = N(z), z > 0 es decreciente y satisface que
N(0) =0y N(+00) = —oo. Se tiene entonces que existe una unica solucién A > 0 de la
ecuacion (|4.29).

En conclusién, existe una tunica terna (y,y2, A) solucién del problema funcional defi-

nido por (L27)-([L39).
[ |

Teorema 4.2. Sean p; > 0, B; > 0 con i = 1,2. El problema de Stefan a dos fases
definido por - tiene una unica solucion de tipo similaridad (T1,Ts, s) dada por
4.15)-(4.17) donde (y1,y2, A) es la tinica solucion del problema funcional definido por
4.27)-(4.34) con A >0, y; € C?(r,1), y1 >0 y yo € C?(1,4+00), yo > 0.
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Demostracidn. Sigue inmediatamente del Teorema [4.1], del Lema [4.1] y del Lema [4.2]
[ |

Observacion 4.1. Para cada z € (r,1), la funcién Gy = Gi(z) definida por (4.31)),
verifica:

2M\/az exp —AZ%(Z —r)?
) ( )

()= (RO -7 (42 et (50 7) <0, (455)
Luego:
g Fi(1) = Gi(1) < Gi(2) < Gi(r) = A4 <1f>__%) , r<z<1. (4.56)

Ademds, como Fy' = F;*(z) es una funcion creciente en [0, +00), se deduce que
yi(n) = FyHGi(n)) es una funcion decreciente en [r,1], que satisface la siguiente de-
sigualdad:

1=y:1(1) <3(n) Syl(r)::/éf_—_BBa r<n<l (4.57)
Luego, y en virtud del Teoremal[].1], se tiene como era de esperar que:
A <T(z,t) <Ty, rs(t) <z <s(t), t>0. (4.58)
De manera similar, para cada z > 1, la funcion Gy = Go(z) definida por satisface
=20 F(1) exp(A?2?)

Galz) = VT erfe(N) <0,

entonces

Teniendo en cuenta que Fy * = Fy *(2) es una funcion creciente en [0, +00), se tiene
que y2(n) = F5 1(Ga(n)) es una funcion decreciente en [1,4+00) que satisface la siguiente
desiqualdad:

0=ys(+00) <wu(n) <wo(1) =1,  n=1, (4.60)

y del Teorema[{.1], se obtiene como era de esperar:
Ty <Ty(z,t) < B, x> s(t), t>0. (4.61)

Observacion 4.2. (Caso particular py = py = 0) Si se considera py = py = 0, los coefi-
cientes térmicos dados en (4.2)-(4.3) son constantes, es decir, la conductividad térmica y
el calor especifico estan dados por:

ki=Fk (1+5), ci=c; (14 ), (4.62)

respectivamente con (3; > 0 para i =1, 2.

En este caso, la unica solucion y, = y1(n) de la ecuacion (4.27)) puede obtenerse de
forma explicita y viene dada por:

7 — A\ ef(M/a=7)) A _p
ymﬂ=<f ) ( >+ r<n<l, (4.63)
T, - B

erf <)\\/3:f(1 — 7")) Ty - B’
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la inica solucion yo = ya2(n) de la ecuacion (4.28)) también puede darse explicitamente
por:
erfc (An)
_ =\ >1
?/2(77) erfe ()\) ’ n=14i

y de (4.29), A > 0 es la tdnica solucion de la ecuacion:

Sk .\ €xp —223—3(1—7*)2 xp(—22) NG )
ook (9) erfizﬁur))) e e

Por lo tanto, puede observarse que se recuperan los resultados obtenidos en [144).

(4.64)

Observacién 4.3. (Caso particular p; = ps = 1) Si se considera py = py = 1, los
coeficientes térmicos dados en (4.2))-(4.3) son lineales, es decir, la conductividad térmica

y el calor especifico estan dados por:

R =k (145 (F2)), e =c (1+6(55)), (@66)

respectivamente con (3; > 0 para i =1, 2.

La vinica solucion y; = y1(n) de la ecuacion (4.27)) viene dada explicitamente por:

1

n(n) = 5 (—1 +/1+ 251Q1(n)) . r<n<il, (4.67)

61(77) _ (1+@ _ i—__B B (A—B)Q) erf(/\/%(ﬂ*”) L A-B | B <A—_B)2’ (4.68)

Ty—B erf()\\/%(lfr)) Ty—B T 2 \Ty-B

la dnica solucion yo = y2(n) de la ecuacion (4.28|) también se obtiene en forma explicita
y estd dada por:

Ba
Por dltimo, de (4.29), A > 0 es la unica solucion de la ecuacion:

202 (1 _ .)\2
ag k1 <1+@_ A-B _&<A_B>2) eXP( Z2ox(1 r))
a1k§ 2

erf <z1 /3—?(1 — r))

gy OXP(=2") _ rp
+(14+2) orfes) —2ge o (4.70)

i) = o (—1 v \/ L+ 52+ ) ejﬁf&?) Cowsl @)

En la Figura m se traza la solucién A de la ecuacién (4.70) en funcién de Ste, para
r=0.2,7r=04,r=0.6yr=0.8. Ademds, en la Figura [£.2D] se grafica la funcién dada
por

_ o) st r<n<1
v ={ i 3 02

donde y; estd dada por (4.67)) y yo esté definida por (4.69)), para r = 0.5.
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(a) Coeficiente A = A\(Ste) variando r (b) Funcién y = y(n) variando Ste

Figura 4.2: Gréficas del coeficiente A = A\(Ste) para distintos valores de 7 y de la funcién

y = y(n) para diferentes valores de Ste, considerando: % =1, 3—; =1, 06 = [ =1,
A-B

T;—B :87 b1 =p2 = 1.

4.1.2. Existencia y unicidad de solucion del problema de fron-
tera libre a dos fases con una condicion de tipo Neumann

En esta seccién se prueba la existencia y unicidad de solucién de tipo similaridad del
problema de frontera libre a dos fases en un dominio angular con una condicién de tipo

Neumann en el borde x = rs(t) definido por (4.4)-(4.9) y (4.11), donde las temperaturas
Ty = Ti(x,t) y Ty = Ty(z,t) dependen de la variable de similaridad dada por

X

= 2#\/ OéQt’

donde 1 > 0 es un coeficiente adimensional desconocido a determinar. Mediante el cambio
de variables:

(4.71)

B—Tl(l’,t) B—TQ(SC,t)
- - -\ = v/ 4.72
z1(n) BT, y () B-T, (4.72)
la frontera libre se mueve como
s(t) = 2uv/aot, t>0, (4.73)

y por lo tanto siguiendo un razonamiento similar al que se desarrolla en el Teorema [4.1], se
obtiene el siguiente resultado que establece una equivalencia entre el poblema de Stefan

a dos fases definido por (4.4)-(4.9) y (4.11) con dos problemas diferenciales ordinarios

acoplados:

Teorema 4.3. Seanp; > 0, 3; > 0 coni = 1,2. El problema de Stefan a dos fases definido
por (4.4)-(4.9) vy (4.11)) tiene una solucion de tipo similaridad (11,75, s) dada por:

Ty(z,t) = (Ty — B) z1 (n) + B, rs(t) <ax <s(t), t>0, (4.74)
Ty(z,t) = (Ty — B) 22 (n) + B, x> s(t), t>0, (4.75)
s(t) = 2uv/ast, t>0, (4.76)

74



si y solo si las funciones zy = z1(n) € C*(r,1) con z; > 0, 25 = 23(n) € C*(1,+00) con
29 > 0 y el pardmetro p > 0 satisfacen los siguientes problemas diferenciales ordinarios:

2;;2 [(1 F B M)A + =) (L4 B ) ) =0, r<n<l (477)
D1 / _ 2:“\/04_2%)
(14 Br2t"(r)z(r) = m, (4.78)
z(h) =1, (4.79)
y
3 (L B )]+ (14 Bosf () 56 = O 151, (480)
»(1) =1, (4.81
23(+00) = 0, 1.82)

acoplados con la siguiente condicion

1+ﬁ1 kﬁ / / . _2,“2 L1
(155 ) ot - s = s (453)

donde Ste = w > 0 es el numero de Stefan.

Como en el Lema [4.1], se puede establecer una equivalencia entre los problemas dife-
renciales ordinarios acoplados (4.77))-(4.83)) con un problema funcional:

Lema 4.3. Sean p; > 0, 3; > 0 coni =1,2, 4 >0, 2y € C*(r,1) con 2z > 0 y 2 €
C?(1,+00) con z > 0. Entonces (21, 29, it) €s una solucién de los problemas diferenciales
ordinarios acoplados (4.77)-(4.83) si y solo las funciones zy y zo verifican:

Fi(z(n) =6Gi(n), r<n<l, (4.84)
Folza(n) =Gs(n),  n=1, (4.85)

y el paramentro pu > 0 es una solucion de la ecuacion:
M*(z) = N*(z), z >0, (4.86)

donde F; con i = 1,2 estd dada por (4.30) y

Gi(2) = Fi(1) + e (erf (u a2 (] — r)) ~erf (u a2 (; r))) <2<, (4.87)

erfc(uz)

G5(2) = Fo(1) atic(y) Z>1, (4.88)

M (2) = 2-21 +if(1)M 2 >0, (4.89)
T~ paSte ﬁ 2 erfc(z) ) >0, .

N*(2) = 5% exp (—z23—f(1 - r)2) , 2>0. (4.90)

Demostracion. Es similar a la demostracién del Lema . Para ello, sea (z1, 22, ) una
solucién de los problemas diferenciales ordinarios acoplados (4.77))-(4.83)).
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Llamando wq(n) = (1 + £121"(n)) 21(n), la ecuacién diferencial ordinaria (4.77)) es equi-

valente a o
1
—2M2a2w’1(n) +(—=rywi(n) =0, r<n<l,

y por lo tanto
61 1+p1 al \/_
a() + s () = it (/20 -1))+ D5 (49

1+p Vg

con C3 y D3 constantes reales.

Teniendo en cuenta las condiciones (4.78)) y (4.79)), resulta:

Cy— — 202 g B VT o (M\/g:ju—r)), (4.92)

k(B —Ty) ’ L+p K(B—T;

y sustituyendo estas constantes en (4.91)), resulta que z; = z1(n) con r < n < 1, satisface

z1(n) + 1%01 P () =1+ lﬁn R C];M;O (erf p/ 22 (1 —r)) —erf(uy/o2(n —r >

es decir (4.84)).
Del Lema se deduce directamente que, de la ecuacién (4.80)) y de las condiciones
(4.81)-(4.82)), 1a funcién zo = z5(n) con n > 1 satisface (4.85)).

Finalmente, si se derivan con respecto a 7 las expresiones (4.84))-(4.85)), evaluandolas
en n = 1 y usando las condiciones (4.79) y (4.81]), se obtienen:

_ __ —2pq0/02 20 2 8, \ 2wexp(—p?),
400 = e o (R0 -?), 40 =~ (1+ 52) Eme:

y de (4.83)), se tiene que p > 0 satisface la ecuacién (4.86)).

Reciprocamente, si (z1, 22, ) es una solucién del problema funcional definido por
(4.84)-(4.90), facilmente se prueba que (z1, 22, ) es una solucién de los problemas di-

ferenciales ordinarios acoplados (4.77))-(4.83)).
|

Como en la seccién anterior, se probard ahora que el problema funcional definido por
(4.84)-(4.90) tiene una tnica solucién, es decir existen tnicas funciones z; € C?(r,1)
solucién de la ecuacion ([4.84)), 2o € C?(1, +00) solucién de la ecuacién y un unico
pardmetro pu > 0 solucién de la ecuacion M*(z) = N*(z) donde las funciones M* y N*

estdn definidas por (4.89)) y (4.90)), respectivamente.

Lema 4.4. Sip; > 0, 8; > 0 con i = 1,2, entonces existe una tinica solucion (z1, za, jt)
del problema funcional definido por (4.84)-(4.90) con u > 0, 21 € C*(r,1), z1 > 0 y
29 € C?(1,400), 25 > 0 si y solo si

(B —Ty)k3 Ba
qo > G 1+ Pyt 1 . (493)
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Demostracion. Nétese primero que, de acuerdo a (4.30)), existe F; * : [0, +00) — [0, +00)
con?=1,2.

Dado que G;(z) > 0 si r < z < 1, entonces, para cada p > 0 existe una dnica funcién
21 € C*(r, 1) solucién a la ecuacién (4.84) dada por

z1(n) = Fy (G (m), r<n<l. (4.94)

De igual manera que en el Lema [1.2] se deduce que fijado u > 0, existe una tnica
funcién zy € C?(1,00) solucién de la ecuacién (4.85) y estd dada por

2(n) = F5 (G5 (), n=1 (4.95)

Queda por demostrar que la ecuacion (4.86|) tiene una tnica solucién p > 0. Para ello,

si se reescribe la funcién M* dada por (4.89) como:

M*(2) =2 Ly L]:2(1)/\/12(2), 2z >0, (4.96)

donde M esta definida en (4.53)), y se tienen en cuenta las propiedades dadas en (4.54)),

sigue inmediatamente que:

M) =& (1+:2),  M(+o0) =400,  M()>0,¥Vz>0.  (497)

Como ademds, la funcién N* dada por (4.90) verifica que:

N*(0) = (B@quk;a N (+00) =0, N¥(2)<0, Vz>0, (4.98)

se puede deducir que existe una tnica solucién p > 0 de la ecuacién (4.86|) si y solo si se
verifica que N*(0) > M*(0). Esto es:

V20 1 B2
g v () 29

es decir (4.93)).
En conclusién, existe una unica terna (zy, z2, i) que es solucién del problema funcional

definido por (4.84))-(4.90) si y solo si se satisface (4.93)).
[ |

Asi, del Teorema en el que se prueba la equivalencia entre el problema de Stefan
a dos fases definido por 1} y (4.11) con los problemas diferenciales ordinarios
acoplados definido por —4.83, del Lema en el que se demuestra la equivalencia
entre los problemas diferenciales ordinarios acoplados — y el problema funcional
definido por - - y del Lema 4.4 E donde se prueba la existencia y unicidad de
soluciéon del problema funcional (4.84] - 7 se tiene el siguiente resultado principal:

Teorema 4.4. Sean p; > 0, 5; > 0 cont = 1,2. El problema de Stefan a dos fases definido
por (4.4)-([.9) y tiene una unica solucion de tipo similaridad (11,13, s) dada por
4.74)-(4.76) donde (21,29, 1) es la unica solucion del problema funcional definido por
4.84)-(.90) con u > 0, 2 € C*(r,1), z1 > 0, 29 € C?*(1,+0), 29 > 0 si y solo si se

satisface (4.93).
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Observacion 4.4. (Caso particular py = py = 0) Se consideran p; = ps = 0, la conduc-
twidad térmica y el calor especifico estin dados por (4.62)).

La tinica solucion z; = z1(n) de la ecuacion (4.84) viene dada en forma explicita por:

z21(n) =1+ kl(vall)’r%O ) <erf [y 22 —erf(py /92 (n — r))) , r<n<1, (4.100)

y la inica solucion zy = z3(n) de la ecuacion (4.85)) estd dada explicitamente por:

22(n) = % n>1. (4.101)

Ademds, de (4.86)), 1 > 0 es la unica solucion de la ecuacion:

p Lt Ben(—) | Ja o
- —z"—(1 - >0 4.102
Zp2Ste \/7_T erfC(Z) (B _ Tf)]{]; exp z al( T) z = U, ( )

sty solo si
(B —Ty)k3(1+ f2)

QT

do >

Por lo tanto se recuperan los resultados obtenidos en [144]. También, si r = 0 (es
decir, p1 = p2) se tiene el resultado obtenido en |179).

Observacion 4.5. (Caso particular p1 = py = 1) Si se consideran py = ps = 1, la
conductividad térmica y el calor especifico estdan dados por (4.66)).

En este caso, la inica solucion zy = z1(n) de la ecuacion (4.84) viene dada explicita-

mente por:
1

B

Giln) =1+ 5 + gy (ot (/20— n) —ert (/20 =) ).

la dnica solucion zo = z3(n) de la ecuacion (4.85) estd dada en forma explicita por:

() = (1+»1+2@@@Q, P, (4.103)

con

2(n) = ( 1+\/1+Bg 2+/B)e§fﬁc(‘jﬁ)>, n>1, (4.104)
y de (4.86), u > 0 es la unica solucion de la ecuacion:

pP1 2 + B9 exp(—2?) V@ qo 5o )
- T -2 (1= > 4.1
ZPQSte - Qﬁ erfc(z) (B _ f)k; €xp z a1< T’) , 2= O, ( 05)

sty solo si

(B —Ty)(2 + B2)k3
2. /T
En la Figura se grafica la soluciéon u de la ecuacion (4.105) en funcién de Ste,

parar = 0.2, r = 0.4, r = 0.6 y r = 0.8. Ademas, en la Figura se grafica la funcion
definida por

(4.106)

qo >

_Joan) st r<n<1
2 = { zo(n) st n>1
donde z esta dada por (4.103]) y 25 esté definida por (4.104)).
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Ste n
(a) Coeficiente p = p(Ste) variando r (b) Z = Z(n) variando Ste con r = 0.2
Figura 4.3: Gréficas del coeficiente p = p(Ste) para diferentes valores de r y de la funcién

Z = Z(n) variando Ste con r = 0.2 para ki = k3 = 1, a1 = 10, ap = 5, f; = [ = 1,
B—Tf:5, qO:30,p1:p2:1.

Observacion 4.6. Si el coeficiente qq satisface

B —T¢)k
0<g<t f)k2(1+ i )
QT p2—|-1

entonces el problema de frontera libre definido por (4.4)-(4.9) v (4.11), es un cldsico

problema de transferencia de calor (sin proceso de cambio de fase) para la fase liquida
macial dada por:

0 oTy\ oTy

E (kg(Tz)%) = P262(T2)E> x>0, t>0,

Ty(+00,t) = To(x,0) = B > Ty, x>0, t>0,
0T 4o

ko(T5(0,t))—=(0,t) = — t>0

2(2(7))81,(7) \/I_f, >7

cuya unica solucion de tipo similaridad es

X

Ty(x,t) = (T — B B >0, t>0
deit) = (T~ B (5= ) £ By 0200 120,

donde
) = Fy' (q— ”0‘2>erfc<n>) om0

k3 (B — Ty )
con Fy dada por (4.30)).

4.2. Determinacion de coeficientes térmicos descono-
cidos

En esta tltima secciéon se estudia el problema de Stefan a dos fases en un dominio angular
con una condicién de tipo Dirichlet en z = rs(t) dado por (4.4)-(4.10) junto con la
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sobrecondicién de tipo Neumann (4.11)) en x = rs(t) siguiendo la idea dada en [180]. Este
problema consiste en encontrar las temperaturas Ty = Ty (z,t), To = Ty(z,t), la frontera
libre x = s(t) y un coeficiente térmico elegido entre {py, po, ci, ¢, ki, k3, (}.

De acuerdo al Teorema[d.2] la tnica solucién de tipo similaridad (77, 75, s) del problema

(4.4)-(4.10) estd dada por (4.15)-(4.17) donde las funciones yi = yi1(n), y2 = ya2(n) se
obtienen por (4.27))-(4.28)) y el coeficiente A > 0 es la unica solucién de la ecuacién (4.29)),

es decir:

25 (30— 7 (10)) 2R L e g

o k3 T;—B erf()\ g_i(l_r)) erfc(\) Ste p2’

y del hecho que a; = pkc coni=1,2,y Ste = w, se obtiene

]{3* * k* *
VRRG o (AP ) a0y = AV (4.108)
VK3 p2cs Vkipics (B = 1Tf)pe

donde

A-B
m* = Fy (Tf — B) — F(1) >0, (4.109)

siendo las funciones F; y M; con ¢ = 1,2 definidas por (4.30) y (4.53)), respectivamente.

Ademas, si se pide que la solucién (77,73, s) del problema (4.4)-(4.10) también sa-
tisfaga la sobrecondicién (4.11)) se obtiene, mediante el cambio de variables dado por

E2)-ED),
2X\/Q2qo

(14 B (A () = e

o equivalentemente de (4.13)),

Sy 2Xqo/ a2
(r) = v <1 T (%)pl> T 5 (4.110)

Si se deriva con respecto a 7 la ecuacién (4.27) que satistace la funcién y;, se tiene:

(L B ko) = (F1) = 71 (£55) ) /o oy o (X80 ?)

@
1 erf ()\ a—?(lfr)

que al evaluarla en n = r, usando (4.19)) y la condicién (4.110)), conduce a la siguiente
igualdad:

qo < A_B 1 1
ki(B —Ty) 18] Jmon g (A,/%(l—r))
Por ultimo, como «; = p’:—c (1=1,2), de (4.1) y de (4.109)), se obtiene:

qo\/™ \/képzci‘) .
——erf [ A =(B-=T:;)m". 4.111
St (W) = (2- ) A
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Por lo tanto, (4.108) y (4.111)) son las dos ecuaciones para la determinacién del coefi-
ciente A que caracteriza la frontera libre y un coeficiente térmico elegido entre los siguientes
{p1, p2, &, ¢, ki, ks, £} que se obtienen al resolver el sistema:

Ak p1ct " \/ k5 p2cy AT
DV orf (A—M> = (B —Ty)m*.

(4.112)
Se divide el estudio en siete casos diferentes:

1 Caso 1: Determinacion de A, p;.

1 Caso 2: Determinacion de A, ps.

1 Caso 3: Determinacién de A, cj.

1 Caso 4: Determinacién de A, c3.

1 Caso 5: Determinacién de A, k7.

1 Caso 6: Determinacién de A, k3.

T Caso 7: Determinacion de \, /.

Teorema 4.5. (Caso 1: X\, p;) Sean las constantes positivas:

o N _ /kspaci B NG  JEe .
= \/ké‘pzcém ’ /= Dy = Epa(B—Ty)" Py oV (B—Tp)m"*. (4.113)

Si se verifica que

w> (1452 ) VIE4(B - 1)), (4.114)

1+p2 VT

entonces existe una unica solucion (A, py) del sistema (4.112)) dada por

Zierf 1 (Z)) z
\ = 1 =L 4.115
donde Z1 es la unica solucion de la siguiente ecuacion
Li(z) = Ri(z), 0<z<1, (4.116)

con

Q1P

Li(z) = %exp ( — (erf‘l(z))Q) — Fo(1) M, (Zerf*l(z)> , 0<z<1,

Ri(z) = Q?}DSZB erf 1(z2), 0<z<l
1
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Demostracion. Si se define
z1 = Piv/p1,

teniendo en cuenta la ecuaciéon (4.111)), se obtiene que A y p; vienen dadas por la férmula
([#.115) como funciones de Z; donde se asume que Zz; € (0,1) de modo que erf (%) esté
bien definido.

Si se reemplaza este valor de A en la ecuacion (4.108)) se obtiene que Z; debe ser una
solucién a la ecuacién (4.116)).

Por un lado, se tiene que £; es una funcién decreciente en (0,1) con £4(1) = —o0 y
L£:(0) = %11 — F2(1). Por otro lado, R; es una funcién creciente en (0, 1) tal que R1(0) =0
y R1(1) = +o0. Por lo tanto, si se asume que

Qo' - Ba
(B —Ty)\/k3p205 1+ps
es decir, (4.114]), se puede garantizar que existe un tinico z; € (0, 1) solucién de la ecuacién
(E116).
Asi, bajo esta hipdtesis, existen tinicos A\ y p; que resuelven el sistema (4.112)).

£,(0) = 7~ F(1) =

Teorema 4.6. (Caso 2: )\, py) Sean las constantes positivas:

_ FEkipied ks _ tpiT VT i}
fz = NET m’, Q2= NG Dy = spiry 12 QT (B—Ts)m*. (4.117)

Si se verifica que

Vkipici
—~Y———(B-Ty)m" 4.118
q0 > ﬁerf(ig)( f)m ) ( )

donde Zo es la 1unica solucion de la ecuacion

G(z) = 3VTFa(1), z >0, (4.119)
c) = mQ M (o), = >0
H(z) = V7Tzerfe(z) exp(2?), 2z >0,
g(z) = 3Q}ZQDQZM1(Z), z >0,

entonces, existen dos soluciones (A1, pa1) y (A2, po) del sistema (4.112)).

Los coeficientes py; vienen dados por

(et Y(Ry)\’
p2i = (TQQ) ; (4.120)

y \; coni=1,2, son soluciones positivas de la siguiente ecuacion

/:2(2) = RQ(Z), z >0, (4121)
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con

2
Lo(2) = 224 My (erf ! (Py)) — 23% 2> 0,

DQ(Z) = fg(l)MQ(Z), z > 0.

Demostracion. Asumiendo P < 1, de la ecuacion (4.111]) se obtiene que el coeficiente py
estd dado en funciéon de A por la expresion (4.120)). Por la ecuacion (4.108]), sigue que A
debe satisfacer (4.121)).

Por un lado, Ry es una funcién creciente en (0, +00) la cual verifica Ry(0) = Fo(1) y
Ra(+00) = +00. Por otro lado, £2(0) = 0y Lo(+00) = —o0. Si se define:

Yo <R2 erf‘l(Pg)./\/ll(erf_l(PQ)))1/2
a 3Q2D> ’

se obtiene que £ es funcién creciente en (0, \) y es decreciente en (), +-00). Por lo tanto,
si se supone que _ _
LX) > Ro(N), (4.122)

entonces existen dos soluciones A\; y Ay de la ecuacion (4.121)) y asi el sistema (4.112)) tiene
dos soluciones (A1, pa1) v (A2, p22)-

En efecto, es facil ver que A = y/g(erf ' (P)) y por lo tanto la condicién ([#.122)) es

equivalente a

Glert ™! (By)) = Ro@ X2t 2D gy (| fg(erf ™ (o)) > $v/AFs(1). (4.123)

erf~1 (P2

De [95] se sabe que H es una funcién creciente en (0, +00) que verifica H(0) = 0 y

/T R2

H(+o00) = 1. Ademds, g es una funcién decreciente en (0, +o0) tal que g(0) = 357

g(+00) = 0. Entonces

G(z) = RQQQMlT(Z) 7‘[(\/ 9(2))7 z >0,

es una funcion decreciente que satisface G(0) = +o0o y G(400) = 0. Como consecuencia
la desigualdad (4.123)) se cumple si y solo si erf ' (P;) < Z donde Z, es la tinica solucién
de la ecuacion (4.119)).

Por tanto, si P, < min{l,erf(z;)} = erf(Zz), es decir (4.118)), se obtiene que existen

A1 ¥ Ay que resuelven la ecuacién (4.121]).
|

Teorema 4.7. (Caso 3: A\, c}) Sean las constantes positivas:

;

= Kip1 * — _V k3p2 _ Lp1/T o kT p1 *
R3 - /ké‘pgczm ) QS — /—ki‘/HC;’ D3 T Cipe(B-Ty)’ PS qov/m (B - Tf)m . (4124)

Si se supone que
9 > 4o, (4.125)
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donde g > 0 es la unica solucion de la ecuacion

ki ke ki(B—Tpm* | ¢
LR T i ( AL T (4.126)
2% 2 u 2z k3 pa

entonces existe una unica solucion (X, c}) del sistema (4.112)) dada por

P3 erf_l(zg) Z%
A= ————== 1= 4.127
donde Z3 es la unica solucion de la siguiente ecuacion
L3(z) =Rs(2), 0<z<1, (4.128)

con
L3(z) = %;’ exp (— (erf_l(z))Q) , 0<z<1,

R3(Z) = Pzggd ert Z) + .7:2( )Mz (%—erfj(z)> , O<z<1.

Demostracion. Si se define

Z3 = P3 \/E )
y se tiene en cuenta la ecuacién (4.111)), se obtiene facilmente que A y ¢} estan dados por
[@127) donde z3 € (0, 1) para que erf '(Z3) tenga sentido.

Reemplazando el valor de A dado por (4.127)) en (4.108]) se sigue que Z3 debe ser una
solucién de la ecuacion (4.128)).

La funcién L3 es decreciente en (0,1) y verifica £3(0) = & y L3(1) = 0. Por otro
lado, R3 es una funcién creciente en (0, 1) tal que R3(0) = P3D3‘f + Fo(1) M, (%) y
R3 (1) = +o00. Por lo tanto, bajo el supuesto

Rs - P3D3\/7r
Ps 2Q3
que es equivalente a gy > ¢ donde ¢; > 0 es una solucion a la ecuacién (4.126]), existe un
Z3 € (0,1) solucién de la ecuacién (4.128)).

Para garantizar la existencia de un tnico z3 € (0,1) solucién de la ecuacién (4.128)),
basta con estudiar la existencia de un unico ¢; > 0 que satisfaga (4.126)).

53(0) =

F2(1)M; (fps) = R3(0),

Para ello, si se define la funcién J = J(z) con z > 0, como el lado derecho de la
ecuacién (4.126)), entonces J es una funcién decreciente en (0,+o00) con J(0) = +oo

y J(+00) = @]—‘2(1) > (. Luego, existe un unico ¢; > 0 solucién de la ecuacion
z=J(2), z> 0, es decir, de ({4.126]).

Luego, bajo esta suposicién, existe una tnica solucién (A, ¢f) del sistema (4.112]).
[ |
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Teorema 4.8. (Caso 4: A\, ch) Sean las constantes positivas:

— VEine, _ Vkipaci _ _tp/m _ Fnd .
Ry = feips L Qa = S Dy = 55y, b= (B=TH)m" (4.129)

Si se supone que:

VEkipci (B —=Tr)m*
> 4.130

o erf(z,) /7 ’ ( )
donde Z; es la unica solucion de la ecuacion

z R4Q4
M1<Z) D4 ’

2> 0, (4.131)

entonces existe una unica solucion (X, cl) del sistema (4.112)).

El coeficiente c5 viene dado por

. Q4 \?
Cy = (—erf_1<P4)) ; (4.132)

y A es la unica solucion positiva de la siguiente ecuacion
R4(Z> = £4, z> 0, (4133)

donde

Ly — [R4M1(erf_1(P4)) ! erf_l(P4)] ot (Fa),

Ru(z) = Fa(1)zMa(2), 2> 0.

Demostracion. Teniendo en cuenta la ecuacion (4.111f), si se asume Py < 1, entonces se
obtiene la expresion (4.132)) para c3.

Al reemplazar este valor de ¢} en la ecuacion (4.108]), se obtiene la ecuacién no lineal
(4.133]) para A\. Como R, es una funcién creciente en (0, +00) que satisface R4(0) =0y
Ri(+00) = +00, si se asume L4 > 0, entonces existe un dnico A\ que satisface (4.133)).

De hecho, £4 > 0 es equivalente a

RyQ4
Dy’

h(erf™'(Py)) < (4.134)

donde la funcién h = h(z) con z > 0 estd definida por el lado izquierdo de la ecuacién
@ 131).

De [95] se sabe que h/(z) > 0 para todo z > 0, h(0) = 0 y h(4+00) = +00. Entonces,
la desigualdad (4.134)) se cumple si y solo si erf ' (P;) < Z, donde Z, es la tinica solucién
de la ecuacion (4.131)).

Por lo tanto, si se tiene que Py < min{1,erf(z,)} = erf(z,), es decir, (4.130)), entonces
existe un tunico A solucién de la ecuacion (4.133)).

Asi, bajo la hipotesis (4.130]), existe una tnica solucién (A, ¢3) del sistema (4.112)).
[ |
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Teorema 4.9. (Caso 5: )\ ki) Sean las constantes positivas:

<

RV _ /k3pact __tpT _ /P *
R5 - \/Mm ) Q5_ \/E ) D5 - m7 P5 T VT (B_Tf)m . (4135)

Si se supone que

B2 ) V k36302
> (1+ B — ;)220 4136
qo < 1 T s ( f) ﬁ ( )

entonces existe una unica solucion (A, k7) del sistema (4.112) dada por

Zserf ' (Zs) z2
A= —8——= ki = —= 4.137
Q5P5 ) 1 P527 ( )
donde Z5 es la solucion unica de la siguiente ecuacion
Ls5(z) =Rs(2), 0<z<1, (4.138)

con

Qs Ps

Ls(z) = B exp (_ (exf~! (z))z) ~ F()M; (f—”) L 0<z<l1,

Rs(z) = Qi)1535zerf_1(z), 0<z<l.

Demostracion. Si se define
Zs = Ps+/k7,

teniendo en cuenta la ecuacion (4.111)), sigue que A y ki estan dados por (4.137]) donde
Zs € (0,1). Entonces, de la ecuacién (4.108) se tiene que Z5 debe satisfacer la ecuacion

[T33).

La funcién R es creciente en (0,1) tal que R5(0) = 0 y R5(1) = 400. Ademas,
L5 es una funcién decreciente en (0,1) tal que £5(0) = 25 — Fy(1) y L5(1) = —oo. En
consecuencia, bajo el supuesto

a5
Ps

_ Iy . QOﬁ 1 B
B P G s Tem

es decir, (4.136)), existe una unica solucién z5 € (0,1) de la ecuacién (4.138)).
Luego, existe una tnica solucién (A, k7) del sistema (4.112)).

Teorema 4.10. (Caso 6: \ k}) Sean las constantes positivas:

_ AKipe /P2  ipiyT Vi .
F = \/p2C3 ms QG - N Dg = c5p2(B—Ty)’ Ps oV (B_Tf)m . (4139)

Si se supone que
VEpiei(B — Ty’
> 4.140
@ erf(we)\/T ’ ( )
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donde wg es la unica solucion de la ecuacion

4 _ RsQs
Mi(z) Do+ /mFa(1)’

entonces existe una unica solucion (A, k%) del sistema (4.112)).

El coeficiente k3 viene dado por

. erf H(Ps) ?
k5 = (TQG) , (4.142)

Yy A es la unica solucion positiva de la siguiente ecuacion

2> 0, (4.141)

£6(Z> =Rg, 2z>0, (4143)

con

Le(z) = oy 0<z<l,

_ Fa(1)
Re = My ((ert=1(Py))

T

Demostracion. Primero, se asume Py < 1 para que la ecuacién (4.111]) esté bien definida.
Entonces, de esta ecuacion se obtiene inmediatamente el coeficiente k3, en funcién de A,

dado por (4.142)).
Si se reemplaza este valor de kj en (4.108), se obtiene la ecuacién (4.143|) para el

coeficiente \.

De (95|, se sabe que Lg es una funcién creciente en (0, +o00) tal que Lg(0) = 0y
= %r Por tanto, se puede garantizar que existe una solucién tnica A de la

£6(+OO)
ecuacion (4.143)) si la constante Rg verifica la siguiente desigualdad

1
0<Re < —=

\/7_1"

o equivalentemente

RGQG < RGQG
Dg + /7 F(1) D¢’

donde h es la funcién definida por el lado izquierdo de la ecuacién (4.141]).

h(erf ™ (Ps)) < (4.144)

Como h es una funcion creciente en (0,400) que satisface h(0) =0y h(+00) = +00,
se deduce que existe un valor tinico wg > 0 tal que:

L R6Qs ReQe
h(wﬁ)_ D6+f2(1)ﬁ7 h(Z) < D6+F2(1>ﬁ7

Luego, la desigualdad (4.144]) es equivalente a erffl(PG) < wg, es decir, (4.140]). Por lo
tanto, bajo esta hipétesis, se obtiene que existe un tnico par (A, k) solucién del sistema

(T112).

Vz < wg,
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Teorema 4.11. (Caso 7: \,{) Sean las constantes positivas:

. \kipier \/k3p2cy . I _ \/ kipicy _ %
R7 == \/Mm s Q7 == \/m D7 == m, P7 = T qovE (B Tf)m . (4145)

Si supone que

(B —Tp)m*\/k;
G > kg (4.146)
erf(z7)\/m

donde Z7 es la unica solucion de la ecuacion
ReMi(2) — Fo(1) Mo ( ) —0, 2> 0, (4.147)

entonces existe una unica solucion (X, £) del sistema (4.112)) dada por

A= % (4.148)
= [BeMu(et (7))~ Bo())M, (erf_QfJ”) 15 erffl(m (4.149)

Demostracion. Si se asume P; < 1, de la ecuacién (4.111)) se tiene que A esta dada por
(£.148).

De ([4.108)) sigue que ¢ estd definido por (4.149)) donde para que ¢ > 0 es necesario que
jlerf1(Py)) > 0,

donde j = j(z) con z > 0 es la funcién que se define como el lado izquierdo de la ecuacién
(4.147]).

Teniendo en cuenta que j es una funcién decreciente en (0,+00) con j(0) = 400 y
j(400) = —o0, se tiene que existe un unico z7 tal que j(z7) =0, j(2) > 0 para 0 < z < Z7
y j(z) < 0 para z > Z7.

Por lo tanto la desigualdad j(erf ' (P)) > 0 es equivalente a erf ' (P;) < Z7. Luego, si
se asume P; < min{1,erf(Z;)} = erf(Z7), es decir, (4.146)), se puede garantizar que existe

un tnico par (\, £) solucién del sistema (4.112)).
|

En la Tabla .1}, se muestra un resumen de todos los casos estudiados. En cada uno,
se especifica la restriccién sobre gy que corresponde a los coeficientes desconocidos que
se determinan en funcién de las constantes positivas R;, Q;, D; y P, con ¢ = 1,2,...,7,
definidas por (4.113), (4.117)), (4.124), (4.129)), (4.135)), (4.139) y (4.145), respectivamente.
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Tabla 4.1: Resumen de casos

Caso Restriccion Soluciéon
= e—l(= 2
N zyerf ™ (Z1) Z3
Caso 1 >(1 52)#3_71 A= U _ 1
aso qo + T+p T ( ) 0,7, P1 p?
A, p1 donde Z; es la tnica solucién de (4.116))
V 1P1c] erf 1 (P 2
Caso 2 go > —ﬁelrf(zzl) (B Tf) P2i = <—)\i(§22)
A, P2 donde 7, es la unica solucién A; es solucion de (4.121))
de (4.119)) coni=1,2
f 1z « z2
Caso 3 q > ¢ )\:%efz_?)(?))’ o=
A, ¢i | donde ¢§ > 0 es la unica solucién | donde Z3 es la tnica solucién de (4.128))
de (4.126))
v/ kipici(B=Tf)m* . AQ
Caso 4 q > erf(z4)\/m G = erf71(4P4)
A, ch donde Z4 es la tinica solucién A es la tnica solucion de (4.133))
de (4.131))
k3c5p2 Zserf 1 (Z * z2
Caso 5 | qo > (1 + 152) > (B—1Ty) fQ A= 5Q5—Ps(5)’ k3 =5
A, kY donde Z5 es la tnica solucién de’ (4.138])
k*plc*(B—Tf)m* x erfﬁl(P) 2
Caso 6 qo > 1erf(1m6)ﬁ k3= ("o
A, K3 donde wg es la tnica solucién A es la tnica solucion de (4.143))
de (4.141))
(B=Ty)m*\/kipicy _erfT1(Pr)
Caso 7 QP > et G A= =G -
[R7M1(erf_1(P7))—]-‘2(1)M2 <eer#>} Q7
AL donde Z7 es la tnica solucién (=

de ([E.147)

Drerf~1(Pr)
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Capitulo 5

Soluciones aproximadas de
problemas de Stefan a una fase
mediante métodos de balance
integral

En este capitulo se estudian problemas de Stefan unidimensionales a una fase para la fusion
de un material semi-inifinito x > 0 de los que se obtienen soluciones analiticas aproximadas
de los mismos mediante el método de balance integral clésico [96] y dos variantes: el
método de balance integral modificado y el método de balance integral refinado [164,
197] en los que se propone en cada uno de ellos un perfil de temperatura cuadratico en
la variable espacial. Los métodos de balance integral caldrico son técnicas matematicas
aproximadas para resolver problemas de transferencia de calor y particularmente para
determinar la ubicacion de la frontera libre en problemas de conduccién de calor que
involucran un cambio de fase.

Este capitulo esta organizado en cuatro secciones:

En la primera seccién, se presenta un problema de Stefan a una fase con coeficientes
térmicos constantes, donde se impone una condiciéon convectiva o de tipo Robin en el
borde fijo x = 0 de la forma:

kg—f((),t) = %(T(O,t) —To), t >0,
siendo T} la temperatura ambiente y h > 0 el coeficiente que caracteriza la transferencia
de calor en el borde fijo # = 0. Este problema fue estudiado en [185] y es un caso particular
del desarrollado en el Capitulo 2 de esta Tesis. Para este problema, se obtienen soluciones
analiticas aproximadas con un perfil de temperatura cuadratico en la variable espacial
aplicando los siguientes métodos: balance integral clasico, balance integral modificado y
balance integral refinado. También, se estudia el comportamiento asintético de las solu-
ciones aproximadas obtenidas cuando h — 400, recuperando las soluciones aproximadas
cuando se impone una condicién de temperatura Ty en el borde fijo x = 0 en dichos
problemas. Ademas, se comparan las soluciones aproximadas con la solucién exacta del
problema de Stefan, analizando el error cometido en cada caso.

En la segunda seccion, se considera un problema de Stefan a una fase para una ecuacion
no clasica del calor con una fuente de calor externa F' que depende de la evolucién del

90



flujo de calor en x = 0, es decir:

aT Ao OT
Fl—(0,t),t| =——(0,t t
(5r00.0) = 2500, >0

donde \g > 0 es una constante dada, los coeficientes térmicos son constantes y se impone
una condicién de tipo Dirichlet en el borde fijo x = 0. Este problema fue estudiado en [56]
y es un caso particular del desarrollado en el Capitulo 3 de esta Tesis. Ademas, este
problema también puede verse como un caso particular del estudiado en la seccién anterior
considerando la fuente nula, es decir F' = 0. Al disponer de la solucion exacta del problema
de Stefan con condicién de temperatura en el borde fijo x = 0 dada en [56], se obtienen
soluciones analiticas aproximadas utilizando el método del balance integral, el método de
balance integral modificado y el método de balance integral refinado, comparando cada
una de estas soluciones con la exacta.

En la tercera seccién, se realiza un estudio similar del problema de Stefan planteado
en la seccion anterior que resulta de imponer una condicién convectiva o de tipo Robin
en el borde fijo x = 0. Para realizar este analisis, se obtiene previamente la solucion
exacta de este problema y se estudian los casos limite de las soluciones aproximadas
obtenidas cuando h — +o00, recuperando las soluciones aproximadas cuando se impone
una condicién de temperatura en el borde fijo x = 0 que fueron obtenidas en la seccion
dos.

Por 1ultimo, en la cuarta seccién, se obtienen tinicas soluciones explicitas aproximadas
aplicando el método de balance integral, el método de balance integral modificado y el
método de balance integral refinado, a un problema de Stefan a una fase con conductividad
térmica dependiente de la temperatura de la forma:

_ e
BT) = (8 + 6T)%

con 3y o constantes positivas y en el que se asume una condicion de temperatura o de
tipo Dirichlet en el borde fijo z = 0. También, se comparan las soluciones aproximadas
dadas en forma explicita con la solucion exacta del problema de Stefan que fue obtenida
en [147], analizando el error cometido en cada caso.

5.1. Soluciones aproximadas de un problema de Ste-
fan a una fase con condicién convectiva en el

borde fijo

Se considera un problema de Stefan unidimensional a una fase para la fusién de un material
semi-infinito x > 0, donde se impone una condiciéon convectiva en el borde fijo x = 0, el
cual puede formularse matematicamente de la siguiente manera:

Problema (P): Hallar la temperatura 7' = T'(x,t) en la regién liquida 0 < = < s(t),
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t > 0y la ubicacién de la frontera libre z = s(t), ¢t > 0 tal que:

or  k O°T

E— Ew, 0<13<S(t), t >0, (51)
or h

K5y (0.0 = Z(T(0.0) - T), £>0, (5.2)

T(s(t),t) = 0, £ 0, (5.3)
or .

B (s(t),1) = —pl(t), £>0, (5.4)

5(0) = 0, (5.5)

donde la conductividad térmica k, la densidad de masa p, el calor especifico ¢ y el calor
latente por unidad de masa ¢ son constantes positivas. La condicién representa la
condicion de conveccién en el borde fijo x = 0 donde Ty > 0 es la temperatura ambiente
y h > 0 es el coeficiente que caracteriza la transferencia de calor en el borde fijo x = 0.

La solucién analitica para el problema (P), usando la técnica de similaridad, se obtuvo
en [185] y para el caso de una fase estd dada por:

T(z,t) = AT, + BTy exf (2\%) : 0<z<s(t), t>0, (5.6)
s(t) = 26V at, t>0, (5.7)

siendo a = a® = % el coeficiente de difusion, donde las constantes A y B estan definidas
por:

f
A . erf (£) 7 (5.8)
5vs T erf(¢)
-1
B = ———, (5.9)
mos T erf(€)
y el coeficiente adimensional ¢ es la tnica solucién positiva de la siguiente ecuacion:
1 St
zexp (2°) (erf(z) + Biﬁ) — \/—; =0, z >0, (5.10)
siendo los parametros adimensionales definidos por:
Tt h
Ste = 070 v Bi= % (5.11)

el numero de Stefan y el nimero de Biot generalizado, respectivamente.

En esta seccidén, se obtienen soluciones aproximadas del problema (P) que surgen de
aplicar el método de balance integral y dos variantes del mismo.

Como se vi6 en el Capitulo [1| de esta Tesis:

Si se deriva la condicién ((5.3]) con respecto a t, se despeja $(t) y se la reemplaza en la
condicién de Stefan ([5.4) se obtiene la nueva condicion:

(g_ij) (s(t),t) = é%(s(t),t), t>0. (5.12)
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Al integrar la ecuacién del calor (5.1) con respecto a x en (0,s(t)), usando (5.3) y
(5.4), se obtiene la condicién integral:

—~

s(t)

d
pr T(x,t)de = —— (5.13)

o\
B
1
=R
w.
~
~
~—>"
Q|
&
—~
=
~
~—
| IS |
~
\
o)

Por tltimo, si a la ecuacién ((5.1)) se la integra respecto de £ entre 0 y x, y a esta iltima
se la integra con respecto a x entre 0 y s(t), se obtiene la nueva condicién integral:

S(t) x
or

/ %—f(f,t)dﬁdx = —& {T(O t) + 8_(0 t)s(t )} , 0<z<s(t), t>0. (5.14)

Se prueba la existencia y unicidad de solucién de cada uno de los siguientes problemas
aproximados que surgen de aplicar el método de balance integral clasico, el método de
balance integral modificado y el método de balance integral refinado al problema (P):

1 Problema (P;): aplicando el método de balance integral cldsico queda definido por

..--y-

T Problema (Ps3): aplicando el método de balance integral modificado queda definido

por (6.2)-(B.3) v E.13).

T Problema (P3): aplicando el método de balance integral refinado queda definido por

E-2-G-3) v 6.1

Para la resolucién de los problemas (P;) con i = 1,2, 3, se propone un perfil de tem-
peratura cuadratico en la variable espacial dado por:

iﬂ@ﬂzﬁ%(l—é%)+§%(l—é%)i 0<z<3(t), t>0, (5.15)

donde por las caracteristicas del problema (P), como se vi6 en el Capitulo 1| de esta Tesis,

las constantes a determinar A y B se asumen positivas y la frontera libre = 5(t) resulta
ser de la forma

5(t) =26Vat, t>0, (5.16)
siendo 2 > (0 un pardametro adimensional desconocido a determinar.

Ademas, se estudian los casos limite de las soluciones aproximadas obtenidas cuando
h — +o0, recuperando las soluciones aproximadas cuando se impone una condicion de
temperatura en el borde fijo x = 0.

Por tltimo, se comparan las soluciones aproximadas de los problemas (P;), i = 1,2, 3
con la solucién exacta del problema de Stefan (P) y se analiza el error cometido en cada
caso.
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5.1.1. Solucién del problema aproximado aplicando el método
de balance integral clasico

El método del balance integral cldsico para resolver el problema (P) propone la resolucién
de un problema aproximado definido de la siguiente manera:

Problema (P;): Hallar la temperatura 7} = T)(z,t) en la regién liquida 0 < z < s1(t),
t > 0 y la ubicacién de la frontera libre & = s;(t) con t > 0, tal que se verifiquen las

condiciones (3). (3. (3. 1) v (13,

Proponiendo el siguiente perfil cuadratico de temperatura en el espacio:

2
Tl(l’,t):AlTo (1— ) + BT (1— * ) , OSJISSl(t), t >0, (517)

s1(t) s1(t)

la frontera libre toma la forma:
si(t) =26Vat,  t>0, (5.18)

donde las constantes Ay, By y & se determinaran a partir de las condiciones (5.2), (5.12))
y (5-13).
Las condiciones (5.3)) y (5.5 se cumplen inmediatamente. Dado que

or;

T
ox (0,t) = ————= (A, +2B)),

B 251 V at
de la condicién (5.2)) se tiene

(A1 +2By)  hya
— = — 1
251 ]{j (Al + Bl ) >
o equivalentemente

Ademads, como
s1(t)

d Al Bl o

— T =Ty — + — —

7 1z, t)dx 0(2 + 3>\/tfb
0

de la condicion ((5.13)), resulta

Al Bl . l Al + 281
(7+?) &= CTO&JF 2%, ,
es decir 5
(G -1 A+ (3¢ -2)B = —%gf. (5.20)

Luego, de (5.19) v (5.20)), se obtiene:

_ 6Ste — (6 4 2Ste) & — 5:&
P Ste(e2+ 26 +3)

(5.21)
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3Ste + 6) &7 + & — 3Ste
B, = ( )251 23151 . (5.22)
Ste (62 + %61+ 3)
Del hecho de que A; > 0y B; > 0 se tiene que 0 < & < &M y & > ¢min >
respectivamente donde:

1/Aml’n_% ,/Améx_i

mh __ Y7 = Bi miax _ " — = Bi 5.23
¢ 2(2 + Ste) : 2(3 + Ste) o2

con 1 9
A" = 4Ste’ +8Ste+ = . A= 125te? 4 36Ste + =3, (5.24)

i 1

Se tiene que ™M < M@ De hecho:

g _emin 5 0 & (24 Ste)BivVADE — (3 4 Ste)BivVA™® > 3+ 2Ste > 0
& [(2 4 Ste)?Bi2A™ 1 (3 + Ste)2Bi?A™" — (3 + 2Ste)?]”
—4(2 + Ste)?(3 + Ste)?Bi*AmmA™™ >
& 16Bi'Ste? (2Ste” + 12Ste? 4 27Ste + 18)” > 0,

que se verifica inmediatamente.

Como: oT: AT, 0*T BT
1 1o 1 11o
ik t).1) = — t),t) =
or (81< )7 ) 251\/@7 Ox2 (51( )7 ) 26%04757
de la condicién ([5.12)) resulta
2
J e —
L™ Ste

y al sustituir los valores de A; y By dados por (5.21) y (5.22)) en la expresién anterior, se
tiene:

(6Ste — (6 + 2Ste) €2 — £.¢,)
267 + %fl +6
de donde sigue que &; debe ser una solucion positiva de la ecuacion polinémica de cuarto
grado:

= (3Ste + 6) & + %gl — 3Ste,

(12 4 9Ste + 2Ste?) z* + 2485te 3 4 (15— 49Ste — 12Ste® — 18) 22 +
—308tet9 > 4 9Ste (1 +2Ste) =0, 0 < i <z < géx (5.25)

Sea la funcién polinémica p; = p;(z) definida por el lado izquierdo de la ecuacién
(5.25)). Asi, el problema se reduce a estudiar la existencia de raices de p; en el intervalo
deseado (gmin, gméx),

La regla de los signos de Descartes establece que si los términos de un polinomio de
una sola variable con coeficientes reales se ordenan por exponente a variable descendente,
entonces el nimero de raices positivas del polinomio es igual al nimero de diferencias de
signo entre coeficientes consecutivos distintos de cero, o es menor que ella por un nimero
par. Por lo tanto, en este caso se puede asegurar que p; puede tener como méaximo dos
raices en RY.
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Para probar que al menos una de estas dos raices positivas pertenece al rango requerido,
(&, €%, se estudia el signo de p; en los extremos del intervalo.

Por un lado se tiene que:
pi(E™™) = —QiVAM 1+ Q,

donde

(2Ste + 3)% (2Bi*(Ste® + 2Ste) + 1)
Bi®(2 + Ste)*
(2Ste + 3)% ((2Ste* + 8 Ste® + 8Ste?) Bi* + (4 Ste” + 8 Ste) Bi® + 1)
Bi!(2 + Ste)* '

Q1=

Y

2:

Es claro que Q1 > 0y Q2 > 0. Por lo tanto:

™) >0 & Q- QIA™ >0
& 1024 Ste* (2Ste? + 7Ste + 6)* > 0,

que se verifica inmediatamente.

Por otro lado:

p1(E7%) = Qs VA 4+ Q|

donde
0 — 3(2Ste + 3)? (Bi* (Ste* — 9) + 3)
5T 2Bi*(3 + Ste)* ’
Qi1 = —3(2Ste+ 3)? [2Bi"Ste® + 3Bi*(4Bi* — 1)Ste*+

+ 6Bi*(3Bi* — 1)Ste + 3(3Bi* — 1)] Bi *(3 + Ste) ™" .
Si se calcula:
Q7 — A™>Q3 = 6912Ste?(3Bi* — 1)(2Ste® + 9Ste + 9)*,
es claro que se cumplen las siguientes propiedades:

a. Si Bi < \/?g entonces:

i) Q3 <0, V Ste>0.
i) Q7 — Am&Q2 <0, V Ste > 0.

b. Si Bi > \/Tg entonces:
i) Qs3>0 si Ste</9—25 y Qs<0 si Ste>,/9— 5.

ii) Q4 <0, V Ste>0.
iii) Q2 — A™&Q2 >0, V Ste > 0.

c. SiBi= \/Tg entonces:

i) Q3 <0, V Ste>0.
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i) Q4 <0, V Ste>0.

Entonces, se demostrard que p; (£™8%) < 0, V Ste > 0, V Bi > 0.

En el caso Bi < \/?g’ se tiene de la propiedad a. i) que Q3 < 0. Si @4 < 0, entonces
p1(£M%) < 0 se cumple immediatamente. Si Q4 > 0 entonces

pl(ﬁméx) <0 & Qg\/ Améx 4 Q4 <0
4 QgVAméX<—Q4<O
o Q- AMEQ2 <,

lo cual se verifica inmediatamente a partir de la propiedad a. ii).

En el caso Bi > \/?g’ se tiene de la propiedad b. ii) @4 < 0. Si @3 < 0, entonces
p1(£m9%) < 0 se cumple inmediatamente. Si Q3 > 0 entonces

pi(€™) <0 & QsVA™ 4 Q4 <0
&S 0< @Q3VA™X < —(Qy
& QP — A" Q2 >0,

lo cual se verifica inmediatamente a partir de la propiedad b. iii).

En el caso Bi = \/Tg, se tiene de las propiedades c. i) y c. ii) que Q3 < 0y Q4 < 0 lo

que obviamente implica que p;(£™4) < 0.

Se ha probado entonces que p; (§™®) > 0y p; (M%) < 0,V Ste > 0, V Bi > 0. Ademés,
del hecho de que p; tiene como méaximo dos raices en RT y p;(400) = 400, se concluye
que p; tiene exactamente una raiz en el intervalo (€™ ¢méx)  Asf se ha demostrado el
siguiente resultado:

Teorema 5.1. La unica solucién del problema (Py), para un perfil cuadrdatico en la va-
riable espacial, estd dada por —, donde las constantes positivas Ay y By estdn
definidas por (5.21)) y (5.22)), respectivamente, y & > 0 es la unica solucion de la ecuacion
polinémica (5.25) donde ™™ y €8 se definen en ((5.23)).

5.1.2. Solucion del problema aproximado aplicando el método
de balance integral modificado
Un método alternativo para resolver el problema (P) es el método de balance integral

modificado en el que se propone la resolucién del problema aproximado definido de la
siguiente manera:

Problema (P,): Hallar la temperatura Ty = T(z,t) en la regién liquida 0 < z < so(t),
t > 0 y la posicién de la frontera libre z = s5(t) con t > 0, tal que se verifiquen las

condiciones ([5.2)-(5.5) y (5.13)).

Para un perfil de temperatura cuadratico en la variable espacial:

Ty(z,t) = AT (1 - %(t)) + B,Th, (1 . %@)2 0<z<syt), t>0, (5.26)
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la frontera libre esta dada por:
So(t) = 26V at, t>0, (5.27)
donde las constantes Ay, By v & se determinan a partir de las condiciones (5.2), (5.4]) y
(5.13).
Las condiciones (5.3)) y (5.5)) se cumplen inmediatamente.
Como en la Seccién 5.1.1, de las condiciones ((5.2)) y (5.13)), se obtienen
_ 6Ste — (64 2Ste) & — &
YT Ste(8+ 26 +3)
3Ste + 6) & + £-& — 3Ste
By = ( )252 23152 . (5.29)
Ste (&3 + 562+ 3)
Como A, y By deben ser constantes positivas entonces, como en el problema (P), se
tiene que 0 < €™M < & < ¢M& donde MM y ¢MEX estdn definidos por (5.23)).

(5.28)

Las constantes Ay y Bs, se expresan en funcién de los parametros &, Bi y Ste.

Dado que
o7, ATy

2 (s9(t), 1) = — ,
y usando la condicién ([5.4), el coeficiente &, verifica
6Ste — (6 4 2Ste) & — S&
&+ 56+3

=263,

por lo tanto & es una solucién positiva de la ecuacién polinémica de cuarto grado dada
por:

2 3 , )
2+ §23 + (6 + Ste) 2% + = 3Ste = 0, 0 < &min < 7 < gméx, (5.30)
1 1

Nétese que la funcién polindémica ps = po(z) definida por el lado izquierdo de la
ecuacién (5.30)) es una funcién creciente en R y verifica pa(0) = —3Ste < 0, pa(+00) =
+o00. Por lo tanto, p, tiene una unica raiz en RT.

Si se analiza el comportamiento de p, en el intervalo (€™ £mé) ge puede observar
que:

pz(fmm) = Ry VAR — Ry,

donde A™® est4, definido por la ecuacién ((5.24)),

(2Ste + 3)(2Bi*Ste® + 4Bi*Ste + 1)

Ry = >0
! 2Bi(2 + Ste)? ’

R (Ste2(2Ste +3)  2Ste(2Ste? + 7Ste + 6) N 2Ste + 3 > .
? (2 + Ste)? Bi%(2 + Ste)* 2Bi*(2 + Ste)* ’

p(é™™) <0 &  R2Z-RIA™ >
& 256 Ste*(2Ste + 3)%(Ste 4 2)* > 0,
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que se satisface inmediatamente.

También, ps(z) > Pa(z) para todo z € RY, donde ps(z) = (6 + Ste)z? + 3.z — 3Ste.
Ademas:

P2(E") = —RgV A 4 Ry,
donde A™# ge define mediante la ecuacién ([5.24) y

9
Ry = —/———>0
s 2Bi(3 + Ste)2 ~
9Ste 27

(3 + Ste) * 2Bi*(3 + Ste)?

Ry =

Entonces,
p2 (€7%) > Py (€™%) > 0 & Rf — RIA™ > 0 & 1296 Ste?(Ste + 3)* > 0,

que se verifica inmediatamente. Luego, la ecuacién ((5.30]) tiene unica solucién &, en el
intervalo (£ £méx). Por lo tanto, se ha demostrado el siguiente resultado:

Teorema 5.2. La unica solucion del problema (Pg) para un perfil de temperatura cuadrdti-
co en la variable espacial, esta dada por -, donde las constantes positivas A
y By estdn definidas por y ((5.29), respectwamente y & > 0 es la unica solucion
de la ecuacion polinémica donde gmin g ¢méx e definen en (5.23)).

5.1.3. Solucién del problema aproximado aplicando el método
de balance integral refinado

El método de balance integral refinado para resolver el problema (P), propone la resolucién
de un problema aproximado formulado de la siguiente manera:

Problema (P3): Hallar la temperatura T3 = T3(z,t) en la regién liquida 0 < z < s3(t),
t > 0 y la posicién de la frontera libre = s3(t) con t > 0 tal que se verifiquen las

condiciones ([5.2)-(5.5]) y (5.14)).

Para un perfil de temperatura cuadratico en la variable espacial dado por:

Ty(x,t) = ATy (1 - f(t)) + BT, (1 - S;Et))Q, 0<z<sy(t), t>0, (531)

la frontera libre toma la forma:

Sg(t) = 263 v at, t > 0, (532)
por lo que las condiciones (5.3)) y (5.5)) se cumplen inmediatamente y las constantes Az, Bs

y &3 se determinan a partir de las COHdlClOIleS . . y -

De manera similar a lo realizado en la Seccion 5.1.1, del hecho que:

//8T3 (€. 1)dd = 0(143;33)045%’



y de las condiciones ((5.2)), (5.14) se obtiene:

2853 -£)
A= e T (5.33)
By = 2 (5.34)

%5§+6§3 + %

Como Az v Bs deben ser positivas entonces 0 < & < /3. Por otro lado, dado que
Az vy Bs se definen a partir de los pardmetros &5 y Bi, la condicion se utiliza para
encontrar el valor de 3. De esta forma resulta que &3 es una solucién positiva de la ecuacion
polinémica de tercer grado

1 3
§z3 + (6 + Ste) 2% + 52— 38te=0,  0<z< V3. (5.35)
1 1

Es claro que la funcién polinémica ps = p3(z) definida por el lado izquierdo de la
ecuacién (|5.35]) tiene una tunica raiz en Rt. Ademds, como

6v/3
p3(0) = —3Ste <0,  ps(V/3) = ]\3,[ +18 >0,
1

se puede asegurar que la tnica solucién positiva & de la ecuacion (5.35) pertenece al
intervalo (0,v/3). Por lo tanto, se ha probado el siguiente teorema:

Teorema 5.3. La unica solucion del problema (P3), para un perfil de temperatura cuadrdti-
co en la variable espacial, estd dada por —, donde las constantes positivas Az
y Bs estdn definidas por @ y (5.34)), respectivamente, y &3 > 0 es la unica solucion
de la ecuacton polinomica @

5.1.4. Comportamiento asintético

En el problema (P), se impone una condicién de frontera convectiva caracterizada
por el coeficiente h en el borde fijo x = 0. Esta condicién constituye una generalizacion
de la condicién de tipo Dirichlet en el sentido de que si se toma el limite cuando h — 400
se obtiene T(0,t) = Ty. De (5.11]), estudiar el comportamiento limite de la solucién del
problema cuando h — +o00 es equivalente a estudiar el caso cuando Bi — +oc.

En [185] se demostré que la solucién al problema (P) cuando h, y por tanto Bi, tiende
a infinito converge a la solucién del siguiente problema:

Problema (P, ): Hallar la temperatura T, = T (x, t) en laregion liquida 0 < z < so.(%),
t > 0 y la ubicacién de la frontera libre x = s (t), t > 0 tal que:

2
%_f _ %%, 0<z<s(t), t>0, (5.36)
T(0,t) =Ty >0, t>0, (5.37)
T(s(t), ) = 0, £>0, (5.38)
aT )
kg(s(t),t) = —pls(t), t>0, (5.39)
5(0) = 0. (5.40)
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cuya solucién exacta, usando la variable de similaridad, n = #@’ se obtiene en [2,130}/184]
y esta dada por:

To X
Too(z,t) =Ty — el"f(foo)erf(Q\/@) : 0<z<sw(t), t>0, (5.41)
seo(t) = 260V at, t>0, (5.42)

donde &, es la unica solucion positiva de la ecuacion:

zexp (2°)erf (z) = S—\/t;, z2>0. (5.43)

Notar que la solucién (7, s) del problema (P) dada por —, depende de los

parametros £, A y B que a su vez dependen de los parametros Ste y Bi. Por tanto, por

“convergencia” de la solucién de (P) a la solucién de (P.) se entiende que: para cada

Ste > 0,z > 0yt >0, fijos: € = £(Bi) = &w, A = A(Bi) — A, B = B(Bi) — B
cuando Bi — +o00. De esta manera resulta que

T(z,t) =T(x,t,Bi) = Tho(x,t), s(t) = s(t, Bi) = soo(t),
se verifican inmediatamente cuando Bi — 4+o0.

Motivado por las ideas anteriores, en este apartado se realiza un analisis del compor-
tamiento limite de la solucién de cada problema aproximado (P;), ¢ = 1,2,3 cuando Bi
tiende a infinito. Se probard que la solucién de cada (P;) converge a la solucién de un
nuevo problema (P;.,) que se define a partir de (P;) para cada i = 1,2,3 cambiando la
condicién de frontera convectiva , por una condicién de tipo Dirichlet en el
borde fijo x = 0.

Problema (P, ): Hallar la temperatura T1o = Tio(z,t), 0 < & < S100(t), t > 0 en la
region liquida y la ubicacién de la frontera libre x = s1,,(t), t > 0 tal que se verifiquen

las condiciones ((5.12)), (5.13)), (5.37)), (5.38)) y (5.40).

La solucién al problema (P14 ) obtenida en [96] para un perfil de temperatura cuadrati-
co en la variable espacial esta dada por:

2
Tiele,t) = ATy (1= 572557 ) + BioTo (1= 5255) » 0< @ S siaelt), 1> 0, (5.44)

IOO(t)

Sloo(t) = 25100 V Oét, t 2 0, (545)
donde las constantes Ao y Bis vienen dadas por:

6Ste — (6 + 2Ste) &7
Ste (£2., + 3) ’

(3Ste + 6) &2, — 3Ste

A p—
teo Ste (€2, + 3)

Bloo =

(5.46)

Para que A v Bis sean positivos es necesario que 0 < £20 < ¢ < 24 donde:

. Ste ) 3Ste
min — max — 4
$oc 2 + Ste Y foc V 3 + Ste’ (5:47)

entonces &1, debe ser una solucion positiva de la ecuacion polinémica de cuarto grado:

(12 + 9Ste + 2Ste?) z* — (42Ste + 12Ste” + 18) 2* +
+9Ste(1 4 2Ste) = 0, €0t <z < gméx, (5.48)
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Si se define p1o = pP1oo(2) €l lado izquierdo de la ecuacién (5.48)), se obtiene:

2Ste?(2Ste + 3)2
(Ste +2)?2

—9Ste(2Ste + 3)2
(Ste + 3)2

ml’n) _

> 07 ploo(génoéx) =

Como ((5.48) tiene exactamente dos soluciones positivas y pi(+00) = 400, se puede
asegurar que existe una y sélo una rafz de pio, en el intervalo (E2 ¢méx) v est4 dada por:

1/2
3 (14 2Ste — /1 + 2Ste
§1oo = ( ( )> (5.49)

5 4 2Ste 4+ /1 + 2Ste

Ademas, este valor obtenido de &, permite definir A, v Bis de forma explicita

COINo:
V2Ste + 1 — 1 1 —+/2Ste + 1
A = YR 1 Y (5.50)
(§] (§]

La solucién (71, s1) del problema (P1) dada por (5.6)-(5.7)), depende de los pardmetros
&1, A1y By que a su vez dependen de los parametros Ste y Bi. Por lo tanto, para probar la
convergencia de la inica solucién de (P;) a la tnica solucién de (P4,) cuando Bi — +o0,
se denotara:

Ty(x,t) = Ty (1, Bi)a A= A1<Bi)7 B, = Bl<Bi)> Sl(t) = 51(t7Bi> y &= fl(Bi)-

Por convergencia se entenderd que para cada valor de Ste > 0 fijoy 0 < z < s150(1),
t>0:

Ti(x,t,Bi) = Tieo(z, 1), s1(t,Bi) = $100(t) cuando Bi — +oc0.

Teorema 5.4. La solucion del problema (P1) converge a la solucion del problema (P1oo)
cuando Bi — 400.

Demostracion. Del problema (Py), si se fija Ste > 0, se sabe que & = & (Bi) es la tnica
solucién de la ecuacién ((5.25)) en el intervalo (€m0, méx),

Al tomar el limite cuando Bi — 400 se obtiene que . lim & (Bi) debe ser una solucién
i—4o00

de la ecuacién (5.48) en el intervalo (€20 £m4x) Como esta tiltima ecuacién tiene solucién

unica dada por &, definida por ([5.49) resulta B'HIE &1(Bi) = &100- Sigue inmediatamente
1—+-00

que lim s;(t,Bi) = $1(t), para todo t > 0.
Bi—+oc0
Para la convergencia de T} (z,t, Bi) se prueba mediante célculos simples que
Al(Bl) — Aloo; Bl (Bl) — Bloou

cuando Bi — +o0.
[ |

Problema (P, ): Hallar la temperatura Too, = Tox(2,1), 0 < = < S300(t), £ > 0 en la
region liquida y la frontera libre & = s9,,(t), t > 0 tal que se verifiquen las condiciones

G.13) v (5.37)-(5.40).
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La solucién de este problema, obtenida en [197], para un perfil de temperatura cuadréti-
co en la variable espacial, esta dada por:

2
TQOO(ZL'7t) = AQOOTO (1 — %) -+ BQOOTQ <1 - m) 5 0 S € S 52oo(t), t> 0, (551)

200 (t)

S900(t) = 2&a00V t>0, (5.52)
donde las constantes Ao, v Boo, vienen dadas por:

6Ste — (6 + 2Ste) &3
Ste (§3, +3)

(3Ste + 6) &3, — 3Ste

Aoy =
2 Ste (€2 + 3)

Bowo = (5.53)

Para que Asy v Baoo Sean positivos, es necesario que 0 < €2 < &y < E2% donde
min v ¢mix fueron dadas en (5.47). En consecuencia, &, debe ser una solucién positiva

oo
de la ecuacion polinémica de cuarto grado:

2t 4+ (6 + Ste) 22 — 3Ste =0, 0 < ot < 5 < guix, (5.54)

La funcién polinémica pas, = paoso(z) definida por el lado izquierdo de la ecuacién
(5.54), verifica que paso(0T) = —3Ste < 0, pooo(+00) = +00 vy ph(2) > 0 para todo
z € (0,400), por lo que tiene una tnica raiz en RT. Ademads se tiene:

—Ste?(2Ste + 3)
(Ste + 2)2

9Ste(2Ste + 3)2

< Oa p2oo(€gloax) = (Ste + 3)2

P2co (gonéln) =

> 0,

por lo que es posible asegurar que la tnica raiz positiva de pos se encuentra en el intervalo
(g £max) v puede obtenerse explicitamente mediante la expresion:

‘ <\/(6 + Ste)? + 12Ste — (6 + Ste)) i
200 — .

(5.55)

2

Luego, del valor obtenido de &>, es posible definir Ay, v Bay, también de forma
explicita:

4 2(Ste—|—3)+ 12 (2Ste + 3) (5.56)
200 — T 5 .
Ste Ste <\/ Ste® + 24Ste + 36 — Ste>
B — 3(Ste +2) 12(2Ste + 3) (5.57)
200 — - . .
Ste Ste <\/ Ste? 4 24Ste + 36 — Ste)

El hecho de tener la solucién exacta del problema (Pa,), permite probar el siguiente
resultado de convergencia:

Teorema 5.5. La solucion al problema (P3y) converge a la solucion del problema (Paoo)
cuando Bi — +o00.

Demostracion. Es andloga a la prueba dada en el Teorema 5.4
|

Problema (P3.): Hallar la temperatura T3, = Ts0(2,%), 0 < = < S300(t), £ > 0 en la
regién liquida y la ubicacién de la frontera libre x = s3.,(t), t > 0 tal que se verifiquen

las condiciones ((5.14) y (5.37))-([5.40)).
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La solucién del problema (P34,) para un perfil de tempertura cuadratico en la variable
espacial, viene dada por:

2
Tyo(,1) = Ago T (1 - T(t)) + Baso Ty (1 - ﬁ) L 0< 3 < s3n0(t), t>0, (5.58)
S300 (1) = 26300V 0, t>0, (5.59)

donde las constantes Az, y Bss sON:

Ay =1 — fie Bsoo = lgg : (5.60)
3 33

Como se impone que Az, y B3oo deben ser positivos, se obtiene facilmente que €3, debe
pertenecer al intervalo (0, \/§) Por lo tanto &3, es una solucion positiva de la ecuacion
polinémica de segundo grado:

(64 Ste) 22 —3Ste=0, 0<z<+V3. (5.61)

Es claro que la funcién polindmica ps., = pseo(z) definida por el lado izquierdo de
(5.61]) tiene una unica raiz en R*. Ademas:

P30o(0) = =3Ste < 0,  p3oo(V3) =18 >0, (5.62)

y asi es posible asegurar que la tnica raiz positiva de pss, pertenece al intervalo (0, \/§) y

viene dada por:
3Ste
o = ) 5.63
S0 =\ 51 Ste (5.63)

Por lo tanto, Az. ¥y Bss se definen explicitamente por:

6 Ste
A = ———— Bay = — 5.64
3 6 + Ste 3 6 + Ste (5.64)

Se tiene entonces el siguiente resultado sobre convergencia:

Teorema 5.6. La solucion al problema (P3) converge a la solucion del problema (P3u)
cuando Bi — 4o00.

Demostracidn. Es andloga a la prueba del teorema [5.4]

5.1.5. Comparaciones entre soluciones

En esta subseccion se realizan comparaciones entre la solucién exacta conocida del proble-
ma de Stefan (P) y las soluciones aproximadas asociadas a cada problema (P;), i =1,2,3
obtenidas en las Seccién 5.1. Ademas, en vista de los resultados de convergencia presenta-
dos en la subseccién anterior, se comparan la solucién exacta del problema (P) donde se
impone una condiciéon de contorno convectivo en el borde fijo = 0 con la solucién exacta
del problema (P.) en el que se impone una condicién de tipo de Dirichlet en z = 0.
Lo mismo se hace con cada solucién aproximada obtenida del problema (P;) y (Pic),
i=1,2,3.
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Comparaciones entre las fronteras libres

Para comparar las fronteras libres obtenidas en cada problema, se calcula el coeficiente
que caracteriza la frontera libre en el problema exacto (P) y en los problemas aproximados
(P;) i = 1,2,3. El valor exacto de £ y las diferentes aproximaciones §; con ¢ = 1,2, 3 se
obtienen resolviendo las ecuaciones ((5.10)), (5.25)), (5.30) y (5.35)), respectivamente.

En los casos de los problemas (P.) v (P;s) se calcula: el valor exacto £, resolviendo

la ecuacién (5.43)), y los diferentes &, i = 1,2, 3 dados por las expresiones (5.49)), (5.55))
y (5.63), respectivamente.

Para hacer visible la precision de cada método aproximado; fijando algunos ntmeros
de Stefan y Biot se calculan para i = 1, 2, 3: el error relativo del coeficiente que caracteriza
a la frontera libre asociado al problema (P;) dado por E.q(s;) = %| y el error relativo

57100 7500 | .

oo

Variando los nimeros de Ste y Bi, se obtiene diferentes visualizaciones para el com-
portamiento del error relativo cometido en cada método. Dado que se obtuvieron gréficos
similares para un gran numero de casos, se presentan aqui los mas significativos. Para
Ste = 1073 y Ste = 1 se calcula E,(Sin) para i = 1,2,3. Ademds, para esos nimeros
de Ste y haciendo que Bi varie entre 0 y un valor adecuado en el que se pueda apre-
ciar la convergencia, se calcula E.(s;), ¢ = 1,2, 3. Las Figuras y muestran el
comportamiento de los errores relativos que corresponden a los problemas (P;) vy (Pioo).

asociado al problema (P;.,) definido por E;e(8is) =

0.07

0.05 ﬁw

0 50 100 150 200 250 300 350
Bi

(a) E.q en funcién de Bi para Ste = 1073 (b) Erel en funcién de Bi para Ste = 1

Figura 5.1: Errores relativos de s, sp y s3 en funcién de Bi para Ste = 1072 y Ste = 1.

Del analisis numérico se puede observar que para los parametros elegidos, los problemas
(P2) v (P3) dan la mejor aproximacién de la frontera libre.

Comparaciones entre los perfiles de temperatura

Considerando el proceso de fusiéon unidimensional en la region x > 0, se fijan los parame-
tros fisicos para el hielo dados por: la conductividad térmica k = 2.219 W/(m°C), el calor
especifico ¢ = 2097.6 J/(kg K), la difusividad térmica a = 1.15 x 107® m?/s y el calor
latente de fusién ¢ = 3.33 x 10°J/kg.
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Para mostrar el comportamiento de la temperatura de los problemas (P) y (P;), i =
1,2, 3 con respecto a la variable espacial z, en la Tabla5.1|se presentan los errores absolutos
definidos por Eus(T;) = |T(z,10)—T;(x, 10)|, parai = 1,2, 3. Se fija el tiempo en t = 10 s,
la temperatura en el borde fijo Ty = 5°C' y el coeficiente que caracteriza la transferencia
de calor en el borde fijo h = 1.65 x 10° W/s/(m°C). Puede observarse que estas elecciones
permiten definir el nimero de Stefan y el nimero de Biot como: Ste = 0.0314 y Bi = 80.

En la Tabla se puede ver que la precisién de las temperaturas correspondientes a
los problemas (Py), (P2) y (P3) es inferior a 0,025. Si se analiza el error absoluto entre
r = 0.00082 y x = 0.00083 se obtiene que el problema (P3) da la aproximacién maés
adecuada.

Tabla 5.1: Errores absolutos de aproximaciones de temperatura en ¢t = 10 s.

Posicion @ | Eaps(11) | Eabs(12) | Eabs(13)
0 0.023661 | 0.024332 | 0.000581
0.0001 | 0.018960 | 0.021135 | 0.002256
0.0002 | 0.016015 | 0.018719 | 0.004368
0.0003 | 0.014576 | 0.016830 | 0.006667
0.0004 | 0.014391 | 0.015219 | 0.008902
0.0005 | 0.015212 | 0.013637 | 0.010823
0.0006 | 0.016789 | 0.011835 | 0.012183
0.0007 | 0.018877 | 0.009567 | 0.012735
0.0008 | 0.021231 | 0.006587 | 0.012234
0.000820 | 0.021712 | 0.0058853 | 0.011986
0.000821 | 0.021736 | 0.0058492 | 0.011972
0.000822 | 0.021760 | 0.0058129 | 0.011958
0.000823 | 0.021784 | 0.0057766 | 0.011944
0.000824 | 0.021809 | 0.0057401 | 0.011930
0.000825 | 0.021833 | 0.0057035 | 0.011916
0.000826 | 0.021187 | 0.0049971 | 0.011231
0.000827 | 0.015511 0 0.005516
0.000828 | 0.009834 0 0
0.000829 | 0.004158 0 0
0.000830 0 0 0
0.0009 0 0 0

5.2. Soluciones aproximadas de un problema de Ste-
fan a una fase para una ecuacion no clasica del
calor con fuente y una condicion de temperatura
en el borde fijo

Se considera un problema de Stefan unidimensional a una fase para la fusiéon de un material
semi-infinito x > 0 para una ecuacién no clasica del calor con una fuente de calor externa
F que depende de la evolucion del flujo de calor en la frontera x = 0 de la siguiente
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manera:

F(gT(o 0, ) j/“ng 0, >0, (5.65)

con \g > 0 una constante dada. Ademas, se impone una condicion de tipo Dirichlet en el

borde fijo x = 0 el cual puede formularse matematicamente de la siguiente manera:

Problema (Pr): Hallar la temperatura Tr = Tp(z,t) en la region liquida 0 < z < sp(t),
t > 0 y la ubicacién de la frontera libre x = sg(t) con ¢t > 0 tal que:

c%—f — /f;—f = —F (2£(0,1),1) , 0<z<s(t), t>0, (5.66)
T(0,t) =Ty > 0, t>0, (5.67)
T(s(t),t) =0, t>0, (5.68)
kg—Z( (t),t) = —pls(t), t>0, (5.69)
s(0) =0, (5.70)

donde los coeficientes térmicos k, p, ¢, ¢ y v son constantes positivas y Ty > 0 es la
temperatura impuesta en el borde fijo x = 0.

Este problema fue estudiado en [56] y es un caso particular del desarrollado en el
Capitulo 3 de esta Tesis.

En [56] se demostré que para cada pardametro adimensional:

A= # >0, (5.71)

el problema de frontera libre (Pg) tiene una tnica solucién de tipo similaridad dada por:
Tp(z,t) = Ty (1 . If(gfj)) , 0<az<sp(t), t>0, (5.72)

sr(t) = 2aépVt, t>0, (5.73)

donde = - es la variable de similaridad y a®> = £ es el coeficiente de difusién con
av/t pc

E(z,\) = erf(z / f(r . f(2) = exp(—2?) /OZ exp(r?)dr, (5.74)

siendo la funcién f la integral de Dawson y &r > 0 la tnica solucién de la ecuacién
trascendental

Ste exp(—2%) — /7 z erf(z) = 2\ (Qz /OZ f(r)dr — Ste f(z)) , 2>0, (5.75)

donde el pardametro adimensional definido por Ste = % > ( representa el nimero de
Stefan.

En las siguientes subsecciones se obtienen soluciones aproximadas del problema (Pg)
que surgen de aplicar el método de balance integral y dos variantes del mismo.

Si se deriva con respecto de ¢ la condicién ((5.68)) y teniendo en cuenta ([5.69)), se obtiene:

o 0.0 (<550 60.0) =~ FL 6.0, >0
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y de ([5.66)), se obtiene la nueva condicién:

(%) (s(1).1) = (kg%(s(t),t) - v%?—i(%) .10 (5.76)

Si se integra la ecuacién (5.66) entre z = 0y z = s(t), de las condiciones (5.68) y
(5.69)), se obtiene la condicién integral:

s(t)

s(t)
T = /%(m,t)dw+T(s(t),t)é(t)

=]

Eo Vit Oz ox?
T s k(T O
- g0+ = (G0 - Fr00)
BT s, ]t
- - {mo N +k:] (), >0 (5.77)

Ademas, si a la ecuacién ((5.66) se la integra respecto de £ entre 0 y z, y luego se
la integra respecto de x entre 0 y s(t), usando la condicién (5.68)), se tiene la condicién

integral:
A aT LT
/ / (€, t)deda / / ( 20 (0,4) + Ko (6 t)) deda
B O aT oT oT
e (

s 00k )-ka—x(o,t)) dz

-1 s(t) or
_ EK TSkt k;) s (Ot)+k:T(Ot)]
O<x<s(t), t > 0. (5.78)

Se demuestra la existencia y la unicidad de soluciones exactas de los siguientes proble-
mas aproximados que surgen de aplicar el método de balance integral clasico, el método
de balance integral modificado y el método de balance integral refinado para el problema
de Stefan a una fase (Pp):

T Problema (Pp,): aplicando el método de balance integral clasico queda definido por
(5.67), (5.68), (5.70), (5.76) y (5.77).

T Problema (Pg,): aplicando el método de balance integral modificado queda definido

por (5.67)-(5.70) v (5.77).

T Problema (Pp,): aplicando el método de balance integral refinado queda definido

por ((5.67)-(5.70) v (5.78]).

Para la resolucién de los problemas (Pg) con i = 1,2,3, se propone un perfil de
temperatura cuadratico en la variable espacial dado por:

Tr(z,t) = ApT) (1 - %@) + BTy (1 - %@)2 0<z<3p(t), t>0. (5.79)
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Como se vié en el Capitulo 1 de esta Tesis, del hecho de conocer la solucién exacta
de la temperatura del problema de Stefan P F), es fisicamente razonable asuimir que la
temperatura aproxnnada Tr dada por se comporte de manera similar a la exacta
Tr dada por . Asumiendo las constantes AF y BF positivas, resulta

0< Tp(x,t) < Ty, 0<z<3p(t), t>0,
073: —T() ~ ~ T ~
—(r,t)==——= A 2Bp (1 — —— t t
o (x,t) ) < F+ F( ’§F(t))> <0, 0<z<sp(t), t>0,

de igual forma que lo cumple la temperatura exacta Tr dada por (5.72)):

oT
0<Tp(z,t)<Ty vy aF(“) 0, 0<z<sp(t), t>0.
Xz

De acuerdo al perfil adoptado ((5.79), en virtud de (5.77)), se obtiene:

IS Ap  Brp\ 0\  To(Ar+2Br) (yAo3r(t)
SF(t)SF(t) (T() (— + —> + —> — e ( \/% + k) s (580)

y si se considera (5.78) se tiene:

5p(H)5r(t) (ZF + EF) - % <'M;’f;( ) Ay + 2Bp) + k;BF) , (5.81)

por lo que la frontera libre para los problemas aproximados (Pg,) con i = 1,2, 3, dada por
Sp(t) = 2a€pVt,  t>0, (5.82)

es solucién de ambas ecuaciones diferenciales ordinarias ((5.80)) y (5.81)) y satisface ((5.70)),

donde E r > 0 es un parametro a determinar. Asi, puede observarse, que la frontera libre
aproximada dada por (5.82) tiene la misma forma de la frontera libre del problema exacto

(Pr) dada por (5.73)).

5.2.1. Solucién del problema aproximado aplicando el método
de balance integral clasico

El método del balance integral cldsico para resolver el problema (P ) propone la resolucién
de un problema aproximado definido de la siguiente manera:

Problema (Ppg ): Hallar la temperatura Tp, = Tg (2,t), 0 < & < s (t), t > 0 en la
region liquida y la ubicacién de la frontera libre x = sg, (t), t > 0 tal que se verifiquen las

condiciones ((5.67)), (5.68)), (5.70)), (5.76) y (5.77]).

Proponiendo el siguiente perfil de temperatura cuadratico en la variable espacial:

2
TFl (Iat) - AF1T0 (1 (t)) + BF1T0 (1 ﬁ) ) 0 S x S Sk (t)v t> 07 (583)
la frontera libre toma la forma
sp(t) = 2a€pVt, t>0, (5.84)
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donde las constantes Ap,, Bp, v & se determinan de las condiciones (5.67)), (5.76]) y

(15.77]).

Las condiciones ([5.68)) y ([5.70]) se cumplen inmediatamente. De la condicién ((5.67)), se
tiene:

AF1 + Bp, = 1. (585)
Como
sry (t)
0Tk, Ty d / alolp, (A B
1) = Ap, +2Br), Tp (z,t)dx = 1<F1—|—F1)7
o ( ) 2§F1a\/_( 131 Fl) dt F1< ) \/g
0

de la condicion ((5.77)), se tiene
A B
€F1 ( - + Fl) = (>‘ + %gFl) (AFl + 2BF1) Ste£F17

o equivalentemente

(3§}271 - 6/\€F1 - 3) AFI + (26%1 - 12/\€F1 - 6) BF1 = SteéFl (586)
Luego, de (5.85)) v (5.86)), se obtiene:
B —2(3+Ste)E% +12ASte £p, +6Ste B 3(2+Ste)é2, —6ASte &g —3Ste
An = Ste(§%11+6A§F1+3) » PR Ste(§§1+6>\fpl+3) (5.87)
Del hecho que
OTr, A ApTo Ty 0T, Br Ty
t),t) = O im _
o (SF1< )7 ) QQSFl\/— 2 ( F1<) ) 2(125%1t7

y de la condiciéon ([5.76)) resulta

A%Ste = QBF1 + 2)\(AF1 + 2BF1)§F1

Al sustituir los valores de Ar, y Bp, dados por ([5.87)) en la expresién anterior, se
obtiene que £, debe ser una solucién positiva de la ecuacién polindémica:

—4X (3 + 2Ste) 2° + 2 (12 + 9Ste + 2Ste® — 12XA%(3 + 2Ste)) 2* +

—12X (=9 + 16Ste + 4Ste") 2* + 12(1 + 2Ste) (—3 + (6A* — 1)Ste) 2 +
+72ASte(1 + 2Ste)z + 18Ste + 3Ste* =0, 2 >0, (5.88)

donde el pardmetro A > 0 estd dado por (5.71)).
Es claro que la funcién polinémica pr, = pp, (2) definida por el lado izquierdo de ([5.88)

tiene al menos una raiz en Rt pues

pr (0) = 18Ste + 3Ste? > 0, pp,(+00) = —0c0.

Por la regla de los signos de Descartes, para tener una solucién tnica de (5.88)) basta

con tomar A tal que 12 + 9Ste + 2Ste? — 1202(3 + 2Ste) < 0, es decir

A > g(Ste), (5.89)
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donde

92Ste? + 9Ste + 12\ /*
g(Ste) _ e + e+ ’
36 + 24Ste

y como g es una funcién creciente entonces para 0 < Ste < 1 es suficiente tomar

A > g(1) 22 0,619139187.

(5.90)

Cabe aclarar que se considera Ste € (0, 1) debido a que para la mayoria de los mate-
riales con cambio de fase, el nimero de Stefan no excede el valor uno [174].

Asi, se ha demostrado el siguiente resultado:
Teorema 5.7. Si A > ¢g(1) con g definida por (5.90) y Ste € (0,1), entonces la tinica
solucion del problema (Pr,), para un perfil de temperatura cuadrdtico en la variable espa-

cial, estd dada por (5.83)-(5.84), donde las constantes positivas Ap, y Bp, estan definidas
por (5.87)) y &m > 0 es la unica solucion de la ecuacion polinemica (5.88)).

5.2.2. Solucion del problema aproximado aplicando el método
de balance integral modificado

Ahora, se resolverd el problema (Pr) con el método de balance integral modificado, es

decir, se propone la resolucién del problema aproximado definido por:

Problema (Ppg,): Hallar la temperatura Tk, = Tg,(2,t), 0 < x < sgp,(t), t > 0 en la
region liquida y la ubicacién de la frontera libre x = s, (t), t > 0 tal que se verifiquen las

condiciones ([5.67))-(5.70) y (5.77]).

Proponiendo el siguiente perfil de temperatura cuadratico en la variable espacial:

2
Tp, (2,1) = Ap,Ty (1 - —> + BT, (1 - F—(t)) L0<a<sp(t), t>0, (591)

Sy (t)

la frontera libre toma la forma

spy(t) = 2a€pNt, t>0. (5.92)
Teniendo en cuenta que:
aT AT, e Toe
F Lo aloSr, (A Br
2(sp, (1), 1) = ——2—, — Tr, (2, t)dr = 2(—2+—2>,
O ( FQ() ) 2a§F2\/% dt F1( ) \/E 2 3
0

las constantes Ag,, Br, y g, se determinan por las condiciones condiciones ([5.67)), ([5.69)
y (5.77), obteniéndose:

2 o 2 o
AF2 - %5}7‘2 ) BF2 =1- %5}7‘2 (593)
y &g, como una solucion positiva de la ecuacion polinémica:
2+ 6X2° + (6 + Ste) 2% — 6ASte z — 3Ste = 0, z > 0. (5.94)

Es facil ver, usando la regla de los signos de Descartes, que (5.94) tiene una tnica
solucién positiva.

Asi, queda demostrado el siguiente resultado:
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Teorema 5.8. La tunica solucion del problema (Pg,), para un perfil de temperatura
cuadrdtico en la variable espacial, esta dada por —, donde las constantes posi-
tivas Ap, y Bp, estdn definidas por (5.93) y {r, > 0 es la dnica solucion de la ecuacion
polinomica ((5.94)).

5.2.3. Solucién del problema aproximado aplicando el método
de balance integral refinado

El método de balance integral refinado para resolver el problema (Pg), propone la reso-
lucion del problema aproximado formulado por:

Problema (Ppg,): Hallar la temperatura Tp, = Tg(2,t), 0 < x < sg(t), t > 0 en la
region liquida y la ubicacién de la frontera libre x = sg,(t), t > 0 tal que se verifiquen las
siguientes condiciones ([5.67)-(5.70) y (5.78)).

Proponiendo el siguiente perfil de temperatura cuadratico en la variable espacial:

2
Tp, (2,) = Ap Ty (1 (t)) + BT (1 F—(t)> L0<az<sp(t), t>0, (5.95)
la frontera libre toma la forma
spy(t) = 2aépNVt, t >0, (5.96)

donde las constantes Ap,, Br, y r, se determinan a partir de las condiciones ((5.67)), (5.69)
y (5.78). De manera similar a lo realizado en los problemas anteriores, y del hecho que:

8F3(t T

T Ty(Ap + Bp)a?
//8F3§td§dm— t F; R) &

se obtiene que:
B = sebny Br=1- g, (5.97)

donde &g, es una solucién positiva de la ecuacién polindémica:
—6)z° — (6 + Ste) 22 + 6ASte 2 +3Ste =0, 2 >0, (5.98)

la cual tiene una tunica solucién usando la regla de los signos de Descartes.
Se ha probado entonces que:
Teorema 5.9. La unica solucion del problema (PF3) para un perfil de temperatura

cuadrdtico en la variable espacial, esta dada por - donde las constantes posi-
tivas A, y Bp, estin definidas por ) v Epy > 0 es la unica solucion de la ecuacion

polindmica (5.98]).

5.2.4. Comparaciones entre soluciones

Dado que estos métodos aproximados estan disenados como una técnica para rastrear
la ubicacion de la frontera libre, las comparaciones entre las soluciones aproximadas y
la exacta se haran sobre el coeficiente que caracteriza a la frontera libre. Es decir, se
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compara la solucién exacta conocida del problema de Stefan (Pg) y la solucién aproximada
del problema (Pg) i = 1,2,3 calculando los coeficientes (g y &p con i = 1,2,3 que
caracterizan a las fronteras libres, los cuales se obtienen resolviendo (5.75)), (5.88)), (5.94)
y (5.98)), respectivamente.

Para valores de 0 < Ste < 1 cuando el parametro adimensional es A = (0.7, se muestra
en cada gréfico de la Figura [5.2 cémo el coeficiente adimensional {f,, que caracteriza la
ubicacién de la frontera libre sp, con ¢ = 1,2, 3 se aproxima al coeficiente £, correspon-
diente a la frontera libre sr del problema exacto.

0.9 T T T T 0.8

0.8 07

0.7F
0.6

0.6
0.5F
0.5F
0.4
0.4
0.3-
0.3

0.2
0.2+

0.1 —
* $h
0 : 0 :
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Ste Ste

(a) Coeficientes {p y &g, (b) Coeficientes {r y &r,

0.1}

0.8 T

0.71

0.6

051

0.4~

0.31

0.2F

0.1 — & |
&gy
0.2 0.4 0.6 0.8 1
Ste

0

(c) Coeficientes {p y €y

Figura 5.2: Coeficientes g, £, con ¢ = 1,2, 3 en funcién de Ste para A = 0.7.

5.3. Soluciones aproximadas de un problema de Ste-
fan a una fase para una ecuaciéon no clasica del
calor con fuente y una condicion convectiva en

el borde fijo

Se considera un problema de Stefan unidimensional de una fase para la fusion de un
material semi-infinito x > 0 para una ecuaciéon no clasica del calor con una fuente de

113



calor externa F' dada por (5.65)), donde se impone una condicién de tipo Robin en el
borde fijo x = 0 el cual puede formularse matematicamente de la siguiente manera:

Problema (Pgp): Hallar la temperatura Tp, = Tpp(z,t), 0 < < spp(t), t > 0 en la
region liquida y la ubicacion de la frontera libre x = sgy(t), t > 0 tal que:

or 0T or
or h
Koy (0:1) = Z(T(0,1) = Ty), t>0, (5.100)
T(s(t),t) =0, t>0, (5.101)
or :
k%(s(t),t) = —pl5(t), t >0, (5.102)
s(0) =0, (5.103)

donde los coeficientes térmicos k, p, ¢, £ y = son constantes positivas, Ty > 0 es la
temperatura ambiente y h > 0 es el coeficiente que caracteriza la transferencia de calor
en el borde fijo x = 0.

De manera similar a [56], se probara la existencia y unicidad de solucién de tipo
similaridad del problema de Stefan (Ppj,) mediante el cambio de variable:

‘I)(U) = T([E, t),

donde n = ﬁ, es la variable de similaridad y a? = % es la difusividad térmica. Siguiendo
el método clasico de Neumann, se propone una solucion de tipo similaridad dada por:

T
Trp(z,t) =@ , 0<x<spp(t), t>0, 5.104
et =0 (552) ) (5.104

spn(t) = 2a€pp Ve, t>0, (5.105)
donde &gy > 0 es un parametro adimensional a determinar que caracteriza a la frontera
libre x = spp(t).

Entonces, teniendo en cuenta la variable de similaridad 7, se tiene que:

OTpn, 1 ., OTpn, 1 _, O*Trp, 1 .,
- — @ = —_— = —
@) =g, G = ), ) = e ),

y reemplazando estas expresiones en la ecuacién (5.99)), se obtiene que la funciéon ¢ = ¢(n)
debe satisfacer la ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden:

"(n) +2n®'(n) = 2A2°(0),  0<n <&pn, (5.106)

donde A > 0 estd definido por (5.71)). Ademas, de las condiciones ({5.100))-(5.102]) resultan

las siguientes condiciones para la funcién ® = &(n):

' (0) = 2Bi (d(0) — T), (5.107)
®(&pn) =0, (5.108)
' (Epn) = =25 Epn, (5.109)
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donde el parametro adimensional definido por Bi = h?“ > ( representa el nimero de Biot
generalizado y el paramentro Ste = % > 0 es el nimero de Stefan.

Integrando la ecuacion (5.106)) y teniendo en cuenta las condiciones (5.107)) y ([5.108]),
se tiene que

. BiLwWA
1+ BiVTE(&rn, N)

donde E' = E(z,\) viene dada por (5.74)) y teniendo en cuenta la condicién ((5.109)) se
tiene que &xy, > 0 debe ser una solucién de

®(n) [E(Ern, A) — E(n,\)], 0 <n<Epn, (5.110)

Ste exp(—z%) — /1 z erf(z) — & =2\ (22 /OZ f(r)dr — Ste f(z)) ., 2>0. (5.111)

Si se llama Wi (z) = Wi(z) — Bi al lado izquierdo de la ecuacién ((5.111]), donde
i

Wi(z) = Ste exp(—2?) — /7 z erf(z), 2> 0,
se define,

Wh(z) =2z /OZ f(r)ydr —Ste f(z), z>0,

y teniendo en cuenta las propiedades de las funciones Wi y Wy obtenidas en [56], entonces
existe un unico &gy > 0 tal que

Wi (z) = 2AWs(2), z > 0. (5.112)
De esta forma, queda probado el siguiente resultado:

Teorema 5.10. El problema de Stefan (Pgy) tiene una inica solucion de tipo similaridad
dada por

TFh<I, t) =

Bi Ty\/7
E AN —FE (2=, A <z < t t
1+B1 \/%E(gF}w)‘) <€Fh7 ) (20‘\/%, >i| ’ O_x—SFh( )7 >07

sea(t) = 2a€ppVt, t >0,

donde la funcion E = FE(z,\) viende dada por (5.74)), el parametro X > 0 estd definido
por (5.71)) y Epp > 0 es la unica solucion de la ecuacion (5.111]).

En la seccién anterior, se estudid el problema (Pg) en el que se asumié una condicién
de temperatura en el borde fijo x = 0. En el problema (P ;) que se estudia en esta seccion,
se impone una condiciéon de frontera convectiva caracterizada por el coeficiente
h en el borde fijo x = 0. Esta condicién constituye una generalizacién de la condicion
de tipo Dirichlet en el sentido de que si se toma el limite cuando h — —+00 se obtiene
T(0,t) = Tp. De la definicién de Bi, estudiar el comportamiento limite de la solucién del
problema (Pgy) cuando h — +00 es equivalente a estudiar el caso cuando Bi — +o0.

Si para cada h > 0, se define £g;, como la tinica solucion de la ecuacién (5.111)) entonces,
si se considera una sucesién {h,}, .y C R creciente tal que h,, — h, la sucesién {{pp,, }
resulta creciente y acotada, y por lo tanto es convergente. Ademas, se puede ver facilmente
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que pp — Ep donde Ex es la solucién tnica de (5.75)). Entonces, es posible afirmar que la
solucién del problema (Ppgj,) converge a la solucién del problema (Pr) cuando Bi — 400
(h — 400). Asi:

Jim_sm0) = sr(0)

lim Tph(l', t) = TF(.%,t)
h—4oc0
A continuacion, se prueba la existencia y unicidad de soluciones exactas de los siguien-
tes problemas aproximados que surgen de aplicar el método de balance integral clasico,
el método de balance integral modificado y el método de balance integral refinado al
problema de Stefan a una fase (Ppp):

T Problema (Pp,;): aplicando el método de balance integral clasico queda definido por
(.76), (5.77), (5.100)), (5.101)) y (5.103).

1 Problema (Pg,;,): aplicando el el método de balance integral modificado queda de-

finido por (5.77), (5.100)-(5.103).

T Problema (Pg,,): aplicando el método de balance integral refinado queda definido
por (5.79), (5.100)-(5.103).

Para la resolucién de estos problemas, se propone un perfil de temperatura cuadratico
en la variable espacial dado por:

~ ~ ~ 2
Ten(a,t) = ApnTh (1 - —) + BTy (1 - ﬁ) L 0<a<3p(t), t>0. (5.113)

spn(t)

Como se vio en la seccién anterior, de acuerdo al perfil adoptado, la frontera libre para
los problemas aproximados (Pg,j) con i = 1,2, 3, dada por

Spa(t) = 2alpnVt,  t>0, (5.114)

es solucién de las ecuaciones diferenciales ordinarias (5.80) y (5.81) y satisface (5.103)),

donde E rr > 0 es un parametro a determinar. Asi, puede observarse, que la frontera libre
aproximada dada por ([5.114)) tiene la misma forma de la frontera libre del problema exacto
(Pry,) dada en el Teorema [5.10]

5.3.1. Solucion del problema aproximado aplicando el método
de balance integral clasico y analisis de su comportamien-
to asintotico

El método de balance integral cldsico para resolver el problema (Pgy,), propone la resolu-
cién del problema aproximado formulado por:

Problema (Pp,;): Hallar la temperatura Trj, = Trp(z,t), 0 < & < spp(t), t > 0 en la
regién liquida y la ubicacién de la frontera libre © = spp(t), t > 0 tal que se verifiquen
las siguientes condiciones (5.76)), (5.77)), (5.100)), (5.101)) y (5.103)).

Para el perfil de temperatura cuadratico en la variable espacial:

2
Tranle,t) = ApnTo (1= 255 )+ BraTo (1= 525 ) 0 <@ < spalt), £ 0, (5.115)
1

0
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la frontera libre toma la forma

spn(t) = 2a€ppVt, t >0, (5.116)

donde las condiciones (5.101)) y (5.103)) se verifican inmediatamente y, de manera similar
a la seccion anterior, las constantes App, Brp v Emp se determinan de las condiciones

(5.76), (5.77) y (5.100)), obteniéndose:
3

—2(3+Ste)E2 h+<12>\Ste 5 : )éry 65t 3(2+Ste)e3, ,+( g —67Ste)€my—3Ste

ste(c2,,+ (60 i )5F1h+3) S Y (S P

App = , (5.117)

donde &g, es una solucion positiva de la ecuacion polinémica:

—4X (3 + 2Ste) 2° + 2 (12 + 9Ste + 2Ste” — 12X%(3 + 2Ste) — £(3 + 2Ste)) 2*

)z +
+ (—12X(—9 + 16Ste + 4Ste?) 4+ 5 (7 4 2Ste)) 2° +

+12 ((1 + 2Ste)(—3 + (6A% — 1)Ste) + = — 3A (14 Ste)) 2* +
+ (72ASte(1 + 2Ste) — 2 (3 + 10Ste)) z + 18Ste + 3Ste® =0, z>0.  (5.118)

Es féacil ver que la ecuacion tiene al menos una solucién. De hecho, llamando
Pr = Pra(2) ala funcién polindmica definida por el lado izquierdo de la ecuacién ((5.118)),
se tiene

pry(0) = 18Ste + 3Ste? > 0, PR p(+00) = —o0.

Para demostrar la unicidad de soluciéon se utiliza la regla de los signos de Descartes.
Por lo tanto, si se reescribe como Z?:o a;z" = 0, se tiene que analizar el signo de
cada coeficiente a; con ¢ = 0,1,2,3,4,5. Claramente, a5 < 0 y ag > 0. Para 0 < Ste < 1
y A > 0,62, como en el problema (P ) de la seccién anterior, ay < 0 para todo Bi > 0.

Bajo estas hipotesis: a3 < 0y a; > 0 si y solo si Bi > #ﬁ?&e)'

Se ha probado entonces el siguiente resultado:

Teorema 5.11. Si Bi > Wﬁg}%) y A > g(1) con g definida por (5.90), Ste € (0,1),
entonces la unica solucion del problema (Ppgy), para un perfil de temperatura cuadrdtico
en la variable espacial, estd dada por (5.115))-(5.116|), donde las constantes positivas Ap,n y

Bpyy estan definidas por (5.117) y Epp > 0 es la unica solucion de la ecuacion polinomica
(5.118]).

Como en la Seccién 5.1.4, para probar la convergencia de la tinica solucién de (Ppp)
a la tnica solucién de (Pp ) cuando Bi — 400, se denotard 1w, (z,t) = Trn(z,t, Bi),
Apn = Apn(Bi), Brn = Brin(Bi), spin(t) = spa(t,Bi) y pn = Emn(Bi).

A partir de la existencia y unicidad de solucién del problema (P g, ;) es posible enunciar
el siguiente resultado de convergencia:

Teorema 5.12. Si A > g(1) con g definida por (5.90)) y Ste € (0,1), entonces la solucion
del problema (Ppgy) converge a la solucion del problema (Pg) cuando Bi— +oo.

Demostracion. Del problema (Pg,), si se fija Ste € (0,1) y A > g(1) con g definida por
(5.90), se sabe que Epp = Epp(Bi) es la unica solucién de la ecuacion (5.118)).
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Al tomar el limite cuando Bi — +o00 se obtiene que B'HIE Emn(Bi) debe ser una
1——+00

solucién de la ecuacién ((5.88). Como esta ultima ecuacion tiene tnica solucién g, resulta

lim &g p(Bi) = €p,. Sigue inmediatamente que lim  sp (¢, Bi) = spg (2).
Bi—+o0 Bi—+oco

Para la convergencia Tpg,(x,t,Bi) — Tpg (z,t) se prueba mediante simples cdlculos
que App(Bi) = Ap, y Bpy(Bi) = Bp,, cuando Bi — +o0.
|

5.3.2. Solucién del problema aproximado aplicando el método
de balance integral modificado y analisis de su comporta-
miento asintdético

El método de balance integral modificado para resolver el problema (Pgy), propone la

resolucion del problema aproximado formulado de la siguiente manera:

Problema (Ppg,;,): Hallar la temperatura T, = Trp(2,t), 0 < & < spi(t), t > 0 en la
region liquida y la ubicacién de la frontera libre x = sg,;,(t), t > 0 tal que se verifiquen
las siguientes condiciones (5.77)), (5.100)-(5.103]).

Para el perfil de temperatura cuadratico en la variable espacial:

2
Tra(e,t) = ApaTo (1= 5205 )+ BraTo (1= 525 )+ 0 <@ < spa(t), £ 0, (5.119)

sryh(t)

la frontera libre toma la forma
Spn(t) = 2a€ppVt, t>0, (5.120)

donde las condiciones (5.101f) y (5.103) se verifican inmediatamente. Como en la seccién

anterior, las constantes Ap,, Br,n v myp se determinan de las condiciones ((5.77)), (5.100))
y (5.102)), obteniéndose:

2 —5:lhn — s mlion T Emn
A - = 2 ’ B _ Ste SFyh Ste BiSFyh 2 , 5121

y &p,n debe ser una solucién positiva de la ecuacion polindmica:

24+ (6A+ &) 2% + (6 + Ste) 2* — (6ASte + ) z — 3Ste = 0, z>0, (5.122)

i

donde la existencia y la unicidad de solucién pueden verse facilmente mediante la regla
de los signos de Descartes.

De esta forma queda probado el siguiente resultado:

Teorema 5.13. La inica solucion del problema (Pg,), para un perfil de temperatura
cuadrdtico en la variable espacial, estd dada por (5.119))-(5.120)), donde las constantes
positivas Ap,n Yy Bpn estin definidas por (5.121)) y Epp > 0 es la unica solucion de la

ecuacion polinomica ((5.122)).

De la existencia y unicidad de solucién del problema (Pg,p) se tiene el siguiente resul-
tado de convergencia:

Teorema 5.14. La solucién del problema (Ppg,,) converge a la solucién del problema
(Pp,) cuando Bi— +oc.

Demostracion. Es andloga a la del Teorema [5.12
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5.3.3. Solucién del problema aproximado aplicando el método
de balance integral refinado y analisis de su comporta-
miento asintoético

El método de balance integral refinado para resolver el problema (Ppgy,), propone la reso-
lucion del problema aproximado formulado de la siguiente manera:

Problema (Ppg,;): Hallar la temperatura Tr,;, = Trp(z,t), 0 < & < sgp(t), t > 0 en la
region liquida y la ubicacién de la frontera libre x = sp(t), t > 0 tal que se verifiquen
las siguientes condiciones (5.78)), (5.100)-(5.103]).

Si se propone el perfil de temperatura cuadratico en la variable espacial:

2
Tranle,t) = ApaTo (1= 255 ) +BraTo (1= 525 ) 0 < @ < spalt), £ >0, (5.123)
la frontera libre toma la forma

SFBh(t) = 2@6}7‘3}1\/;7 t Z 07 (5124)

y las condiciones (5.101) y (5.103|) se satisfacen inmediatamente. Como en la seccion

anterior, las constantes Ay, Br ¥ Epyn se determinan de las condiciones (5.78)), (5.100)
y (5.102)), obteniéndose:

: 6 — s +
A _ 2 ’ B _ Ste SF3h Ste BiSEF3h 3 ’ 5.125
Pih = gCryny Brn ot L ( )

donde {p,;, debe ser una solucién positiva de la ecuacién polindmica:
— (6A+ &) 2* — (6+Ste) 2> + (6ASte — 2) 2 +3Ste=0,  z>0.  (5.126)

Luego, por la regla de los signos de Descartes, se puede asegurar que (5.126]) tiene una
Unica solucion positiva.

Asi, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 5.15. La tnica solucion del problema (Ppg,), para un perfil de temperatura
cuadrdtico en la variable espacial, estd dada por (5.123))-(5.124), donde las constantes
positivas Ap,n, y Bry, estan definidas por (5.125)) y Epn > 0 es la inica solucion de la

ecuacion polinomica ((5.126)).

De la existencia y unicidad de solucién del problema (Pg,p,) se tiene el siguiente resul-
tado de convergencia:

Teorema 5.16. La solucion del problema (Ppg,,) converge a la solucién del problema
(Pp,) cuando Bi— +o0.

Demostracion. Es anédloga a la del Teorema [5.12
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5.3.4. Comparaciones entre soluciones

Para comparar las soluciones obtenidas en (Pgp) v (Pgp) con i = 1,2,3, se calcula el
coeficiente que caracteriza la frontera libre en cada problema. El valor exacto de &gy
y los aproximados £f,;, con ¢ = 1,2, 3, se obtienen resolviendo las ecuaciones obtenidas
en (b.111)), (5.118), (5.122)) y (5.126)), respectivamente. En la Figura se grafican los
coeficientes &pp, v €y en funcién de Bi con ¢ = 1,2, 3, respectivamente, para visualizar
el comportamiento de la soluciéon aproximada, fijando Ste = 0.5 y A = 0.7. Para que la
convergencia mencionada en las subsecciones anteriores de gy, — &p Y Eppn — €, pueda
apreciarse cuando Bi — 400 también se grafica £ y &, con ¢ = 1,2,3 dados por (5.75)),
(5.88]), (5.94) v (5.98]), respectivamente, obtenidos en la seccién anterior.

0.6
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o
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. . . L L I
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(c) Coeficientes {p, Epn, Emy ¥ Emn

Figura 5.3: Coeficientes {r, Epn, Er ¥ Epp con @ = 1,2, 3 en funcién de Bi para Ste = 0.5
y A=0.7.

Se comparan ademas, para diferentes nimeros Bi, el valor numérico del coeficiente

&pn dado por (0.111) y las aproximaciones &g, con ¢ = 1,2, 3 dados por ([5.118]), (5.122)

v (5.126)), respectivamente. Para obtener qué técnica de balance integral da la mejor
aproximacién, se muestra en la Tabla [5.2] variando Bi entre 1 y 100, el coeficiente que
caracteriza a la frontera libre exacta, y sus diferentes aproximaciones, mostrando también

el error relativo porcentual cometido en cada caso Fyo(Epn) = 100%, i=1,2,3.

De la Tabla [5.2] para los valores fijos Ste = 0.5 y A = 0.7, se puede apreciar que el
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error cometido en cada aproximacion aumenta cuando Bi se hace mayor. Notar que para
los problemas (Pg,), (Prn) v (Pryn) €l porcentaje de los errores no superan el 9.693 %,
2.906 % y 4.776 %, respectivamente.

Tabla 5.2: Coeficientes que caracterizan a la frontera libre y sus errores relativos.

Bi Ern Ern Eralémn) | Emn Eral&mn) | Emn Era(mn)
10 0.5051 | 0.5504 8.965% | 0.5185 2.657% | 0.5286 4.655%
30 0.5175 | 0.5667 9.501% | 0.5322 2.840% | 0.5421 4.745%
50 0.5200 | 0.5700 9.610% | 0.5350 2.878% | 0.5448 4.763%
70 0.5211 | 0.5714  9.657% | 0.5362 2.894% | 0.5459 4.770%
100 0.5219 | 0.5725 9.693% | 0.5371  2.906% | 0.5468 4.776 %

5.4. Soluciones aproximadas de un problema de Ste-
fan a una fase con conductividad térmica no li-
neal dependiente de la temperatura y una con-
dicién de temperatura en el borde fijo

Se considera un problema de Stefan unidimensional a una fase para la fusién de un material
semi-infinito x > 0, donde se impone una condicién de temperatura en el borde fijox =0y
la conductividad térmica es no lineal y variable dependiente de la temperatura 7' = T'(z, t)
dada por:
pc
ET) = ——=, (5.127)
(B4 0T)

donde [ y 0 son parametros positivos, ¢ > 0 es el calor especifico y p > 0 es la densidad
de masa del material. Este problema puede formularse mateméaticamente de la siguiente
manera;

Problema (P}): Hallar la temperatura Ty = Ti(x,t) en la region liquida 0 < z < si(t),
t > 0 y la ubicacion de la frontera libre x = s;(t), t > 0 tal que:

pcaa—z = % (k(T)g—i) , 0<z<s(t), t>0, (5.128)
T(0,8) = Ty > 0, t>0, (5.129)
T(s(t),) = 0, £ >0, (5.130)
k(T(S(t),t))g—Z(s(t),t) = —pls(t), t >0, (5.131)
s(0) = 0, (5.132)

donde ¢ > 0 es el calor latente de fusion del medio y Ty > 0 es la temperatura impuesta
en el borde fijo x = 0.

En [147] se demostré la existencia y unicidad de una solucién exacta de tipo de simi-
laridad del problema de frontera libre (Py) para t > ¢ty > 0 con ¢, un tiempo arbitrario
positivo cuando los datos satisfacen la condicién Sc = d/.
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La tnica solucién exacta del problema (Py) viene dada por:

Ti(x,t) = % [@(i n ,3} , 0<az<sp(t), t>0, (5.133)
sk(t) = %gk\/i, t>0, (5.134)

donde O es la unica solucién de la siguiente ecuacién integral

erf (—fOQT/(g’t) — A)
1
O, 1) = L[ 14 5%

64 1 + Ste erf(A) ’

0<az<su(t), t>0, (5.135)

donde Ste = % = 6% > 0 es el numero de Stefan, para t > t; > 0 con t; un tiempo
positivo arbitrario y & viene dado por
_ 2Aexp(A?)

_ 2aexplUA) 1
& 1+ Ste (5.136)

con A la unica solucién positiva de la siguiente ecuacion

St
zexp(2?) erf(z) = \/—;, z > 0. (5.137)
Observacion 5.1. En [147] se demostroé que la ecuacion integral (5.135)) es equivalente
a resolver el siguiente problema diferencial de Cauchy en la variable x:

Y
g—(m,t): 5 P : 0<z<s(t), t>0,
" NG [1 e e (Y(x,t))} (5.138)
Y(0,8) = —A,
donde y
& m
Y(z,t) = ho 8n (5.139)

2Vt

con pardametro positivo t > to >0 y A la unica solucion de ((5.137)).

En esta seccién, se obtienen soluciones aproximadas del problema (Pj) que surgen de
aplicar el método de balance integral y dos variantes del mismo.

Como en las secciones anteriores, si se deriva con respecto a t la condicion ((5.130)),
usando (5.128) y (5.131)), se obtiene la nueva condicién:

k (T) (g—Z)Q - é(% (k(T)Z—Z) en x=s(t), t>0. (5.140)
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Ademéds, de la ecuacion (5.128)) y las condiciones (5.129)), (5.131)) y (5.130) se tiene la
condicion integral:

|

s(t)
di/T(x,t)dx _ /aT(x,t)dx+T(s(t),t)é(t)

_ i 2 (k: (T(a:,t))g—x(a:,t)) d
= o [rreo0 Sso.0 - ke S o
_ ;_01 pgs'(t)+k(T0)g—Z(o,t)], t>0. (5.141)

También, de la ecuacién (5.128)) y las condiciones (5.129) y (5.130)), se obtiene la
condicién integral:

[ [T - [ 1
_ /i [k (T(x,t))g—z;(x,t) —k(To)g—Z(O,t)} de

1 Diat) k(T)T
B pcO/pC(B—i-éT(a:,t))zdw s(t) pc Oz 7z 01
o1

, 0 <z <s(t),t >0.(5.142)

Se prueba la existencia y unicidad de soluciones analiticas de los siguientes problemas
aproximados que surgen de aplicar el método de balance integral clasico, el método de
balance integral modificado y el método de balance integral refinado del problema de
Stefan a una fase (Py):

T Problema (P, ): aplicando el método de balance integral clasico queda definido por
(5.129), (5.130), (5.132)), (5.140) y (5.141).

T Problema (Py,): aplicando el método de balance integral modificado queda definido
por (5.129)-(5.132) y (5.141).

T Problema (Py,): aplicando el método de balance integral refinado queda definido
por (5.129)-(5.132) y (5.142).

Para la resolucién de los problemas (Py,) con ¢ = 1,23, se propone un perfil de
temperatura cuadratico en la variable espacial dado por:

Ti(z,t) = AT (1 - %(t)) + BTy (1 - %)2 0<z<3(t), t>0. (5.143)
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El hecho de conocer la solucién exacta del problema (Py), es fisicamente razonable
imponerle a la temperatura aproximada dada por que se comporte de manera
similar a la exacta dada por ; es decir: su signo, monotonia y convexidad en el
espacio. Como T}, verifica las siguientes propiedades:

0 < Ty(z,t) < To, 0 <z <s(t), t >0,
%(yct):—T0 L_ 993 #) <0 0<x<sE(t), t>0
or BSte ©2(x,t) Bz \* ) kXY )
0T, >

- (1) = — 5% (_m%—‘j(x,t) + W%T?(l’vt)) >0, 0<z<su(t), t>0,

se le impone entonces a T} las siguientes condiciones:

0 < Ty(x,t) < Tp, 0 <x <sE(t), t>0,
oT;, Ty [~ ~ T _

—(x,t) = ——=——= | Ap + 2B, | 1 — — <0, 0<x<sp(t), t>0,
or 0= "5 ( Hr 2B ( s<t>)) @ < &t

0T, 2B, T, _

—(x,t) = >0 O<r< t), t > 0.
8332 (LC, ) g]zc(t) ) € Sk( );

de donde se obtiene que ambas constantes Zk y Ek deben ser positivas.

De acuerdo al perfil adoptado ([5.143)), en virtud de (5.141]), resulta

3 ()sk (1) (To (% + %) + é) = 5(%%, t>0, (5.144)

y teniendo en cuenta ([5.132)), se obtiene que la frontera libre para los problemas aproxi-
mados (Pg,) y (Py,), estd dada por

S(t) = %g}ﬁ, t>0, (5.145)

donde &, > 0 es un pardmetro desconocido a determinar.

Andlogamente, para el problema (Py,), de la condicién de Stefan ((5.131]) se tiene:

515 () = % (ﬁk + 2§k> . t>0, (5.146)

y teniendo en cuenta ([5.132), se obtiene que la frontera libre del problema aproximado que
resulta de aplicar el método de balance integral refinado es también de la forma ([5.145|).

Asi, puede observarse, que la frontera libre aproximada dada por (5.145) de los pro-
blemas (Pg,) con i = 1,2, 3, tiene la misma forma de la frontera libre del problema exacto

(Py) dada por (5.13).
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5.4.1. Solucion explicita del problema aproximado aplicando el

método de balance integral clasico

El método del balance integral cldsico para resolver el problema (Pj) propone la resolucién

de un problema aproximado definido de la siguiente manera:

Problema (Py,): Hallar la temperatura Ty, = Ty, (z,t), 0 < z < s, (t), t > 0 en la
region liquida y la ubicacién de la frontera libre x = si, (t), t > 0 tal que se verifiquen las

condiciones (5.129)), (5.130), (5.132), (5.140) y (5.141)).

Para el perfil de temperatura cuadratico en la variable espacial:

2
T (2, 8) = Ty Ay, (1 _ %) 4 TyBy, (1 - %(t)) L 0<a<su(t), t>0, (5.147)

Sk (£)

la frontera libre toma la forma

si (t) = 28, VE, >0,

donde las las condiciones (5.130)) y (5.132)) se verifican inmediatamente.
De la condicién (5.129)) se obtiene:
Ak, + By, =1,

y del hecho que

d / T(a, t)de = <A2’“+if“>£kl,

de la condicion ([5.141]) se tiene que

Akl Bk‘1 Ekl Akl + 2Bk1
- + _ £k1 = —— —2 .
2 3 Ste  2(1 + Ste)2¢&,

Por lo tanto, de (5.149)) y (5.150)), se obtiene:

3Ste—(1+Ste) 7, (Ste+3)]
Ste[(1+Ste)2§§1 +3] ’

3[—Ste+(1+5te)25,31 (Ste+2)]
Ste[(1+Ste)2§,§1 +3]

2
Ak1 = [ Bkl =

(5.148)

(5.149)

(5.150)

(5.151)

Como Ay, > 0y By, > 0se tiene que 0 < &, < M4 y & > M0 > () respectivamente

donde:
gmin _ Ste gmax _ 3Ste
|/ (1 + Ste)2(2 + Ste) |/ (1 + Ste)2(3 + Ste)
Dado que
JTy, Ay, BT 0*Ty, By, BT
t),t) = — —_— t),t) = ——

or (Skl( )7 ) 2€k1\/¥7 o2 (Skn( )7 ) 25]3175 )

de la condicion ((5.140)) resulta
2
A2 =—B
kT 3Ste MY



y al sustituir los valores de Ay, v By, dados por (5.151)) en la expresion anterior, resulta
que &g, debe solucion de la ecuaciéon polinémica de cuarto grado:

(1+ Ste)" (2Ste? + 11Ste + 16) 2% — 2 (1 + Ste)* (6Ste? + 19Ste + 3) 22
+3Ste (1 + 6Ste) = 0, 0 < &min < 5 < gméx, (5.152)

Llamando @1 = @1(2) a la funcién polinémica definida por el lado izquierdo de la
ecuacion (5.152)), es facil ver que () tiene solo dos raices positivas. Ademas:

. 2 2 . 2
Qu(gniny = BEEI® - Q, (gnix) = BB Q) (+00) = +oo.

Por lo tanto, (); tiene una tnica raiz en ({'ml’n, fméx) y estd dada explicitamente por

_ (Ste+1)* (6Ste®+19 Ste+3) —v/GSte+1 (2Ste? +5Ste+3) 2 5.153
S = (Ste+1)* (2 Ste? 411 Ste+16) : ( . )

Todo el analisis anterior se puede resumir en el siguiente resultado:

Teorema 5.17. La tnica solucion del problema (Py,), para un perfil de temperatura

cuadratico en la variable espacial, viene dada por (5.147)-(5.148)) donde las constantes
positivas Ay, y By, estan definidas por (5.151)) y &, viene dado explicitamente por (5.153)).

5.4.2. Solucion explicita del problema aproximado aplicando el
método de balance integral modificado

El método del balance integral modificado para resolver el problema (Pj) propone la
resolucion de un problema aproximado definido de la siguiente manera:

Problema (Py,): Hallar la temperatura Ty, = Ty, (x,t), 0 < z < sg,(t), t > 0 en la
region liquida y la ubicacién de la frontera libre x = s, (t), t > 0 tal que se verifiquen las
condiciones (5.129)-(5.132)) y (5.141)).

Para el perfil de temperatura cuadratico en la variable espacial:

T

Sk (t)

2
T (2, t) = Ty Ay, (1 - %) +TyBy, (1 - ) . 0<a<sp(t), t>0, (5.154)
Sk2

la frontera libre toma la forma

y se verifican las condiciones (5.130)) y (5.132)) inmediatamente.

De manera similar a lo realizado en 1s subseccién anterior, las constantes Ag, y By, se
determinan de las condiciones (5.129) y (5.141)), obteniéndose:

262 262
k2 — £k‘2 , Bk2 — 1 _ sz .
Ste Ste

(5.156)
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Como las constantes Ay, y By, deben ser positivas entonces 0 < &, < @/%. Ademés,

usando la condicién ([5.131)) el coeficiente &, debe ser una solucién positiva de la ecuacién
polinémica de cuarto grado dada por:

(1+Ste)” z* + (6 + 7Ste + 5Ste® + Ste®) 22 — 3Ste =0, 0 <z < /5

20

cuya unica solucion es:

—(6+7Ste+58te? +Ste? )+ \/(6+7Ste+58te2+Ste3)2+12Ste(1+Ste)2

1/2
Eky = ( ST ) : (5.157)

Todo este analisis se puede resumir en el siguiente resultado:

Teorema 5.18. La tnica solucion del problema (Py,), para un perfil de temperatura

cuadratico en la variable espacial viene dada por (5.154))-(5.155)) donde las constantes
positivas Ay, y By, estan definidas por (5.156|) y &k, viene dado explicitamente por (5.157)).

5.4.3. Solucion explicita del problema aproximado aplicando el
método de balance integral refinado

El método del balance integral refinado para resolver el problema (Pj) propone la resolu-

cién de un problema aproximado definido de la siguiente manera:

Problema (Py,): Hallar la temperatura Ty, = Ty, (x,t), 0 < © < sg,(t), ¢ > 0 en la
region liquida y la ubicacién de la frontera libre = = sy, (t), t > 0 tal que se verifiquen las
condiciones (5.129)-(5.132)) y (5.142)).

Si se propone el perfil de temperatura cuadratico en la variable espacial:

2
T (2, 8) = Ty A, (1 _ L) 4 TyBy, (1 - #)) L 0<a<su(t), t>0, (5.158)
3

Sk (1)

la frontera libre toma la forma

sks(t) = 36, VE, 120, (5.159)

y las condiciones ((5.130) y (5.132) se verifican inmediatamente.

De manera similar a los realizado anteriormente, las constantes Ay, y By, se determinan
de las condiciones ((5.129)) y (5.142)), y del hecho que:

Skg(t) T
0Ty To(Ags + Bry) o
/ 8t3 (§7 t)dfdl’ = Wé}cg?
0 0
se obtiene: 262
2
Ay, = ks By, =1— —¢2. 5.160
s T Ste hs Stegk?’ ( )

Como se sabe Ay, v By, deben ser positivas por lo que resulta 0 < &, < %

Ademas, usando la condicién ([5.131]), resulta que el coeficiente &, debe ser una solucién
positiva de la ecuacién polinémica de cuarto grado dada por:

(Ste® + 2Ste” + Ste + 6) z* + 3Ste(Ste — 1) = 0, 0<z<y/ 3

2
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Es facil ver que la ecuacién anterior tiene una unica solucion si y solo si 0 < Ste < 1
y viene dada explicitamente por:

3Ste(1 — Ste) 12
= . 5.161
ks (Ste3 + 2Ste? + Ste + 6) ( )

Todo el analisis anterior se puede resumir en el siguiente resultado:

Teorema 5.19. La tnica solucion del problema (Py,), para un perfil de temperatura
cuadrdtico en la variable espacial, viene dada por (5.158)-(5.159)) donde las constantes

positivas Ay, y By, estan definidas por (5.160|) y &k, viene dado explicitamente por (5.161)
sty solo si 0 < Ste < 1.

5.4.4. Comparaciones entre soluciones

En las subsecciones 5.4.1, 5.4.2 y 5.4.3 se han aplicado tres métodos diferentes: balance
integral clasico, balance integral modificado y balance integral refinado para aproximar la
solucién del problema de Stefan con una conductividad térmica no lineal dependiente de
la temperatura (Py).

Para analizar la precision de la solucion aproximada se compara el coeficiente adimen-

sional &, dado en (b.153]) con el coeficiente exacto &, dado por ([5.136|) para valores de
0 < Ste < 1 (ver Figura [5.4a). Ademés, en la Figura |5.4b| se muestra el perfil de tempe-

ratura de la soluciéon aproximada y la exacta en ¢ = 10 s, para los parametros Ste = 0.4,

62: Iv@/nl}fjh = 3°C.
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Figura 5.4: (a) Coeficientes & y &, en funcién de Ste (b) Temperaturas T) y Ty, en
funcién de x en t = 10 s para Ste = 04, 8 =1 +/s/m, Ty = 3°C.

La Figural5.5almuestra, para valores de Stefan menores a 1, c6mo el coeficiente adimen-
sional &,, que caracteriza la ubicacién de la frontera libre s,, se aproxima al coeficiente
&k, correspondiente a la frontera libre exacta s;. Ademas, en la Figura [5.5b| se muestra
el perfil de temperatura de la solucién aproximada y de la exacta en t = 10 s para los
pardmetros Ste = 0.4, 5 =1 /s/my Ty = 3°C.
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Figura 5.5: (a) Coeficientes & y &, en funcién de Ste (b) Temperaturas Ty y Tk, en
funcién de x en t = 10 s para Ste = 0.4, 8 =1 /s/m, T, = 3°C.

Para cada valor de 0 < Ste < 1, se grafica ahora el valor numérico del coeficiente
adimensional &, y el coeficiente exacto & en funcién de Ste (Fig . Se puede observar
que el método de balance integral refinado da como resultado valores cercanos a la solucion
exacta del problema (Py), sélo para valores pequenos del nimero de Stefan. Ademés, en
la Figura [5.6b| se muestra el perfil de temperatura de la solucién aproximada y la exacta
en t = 10 s para los pardmetros Ste = 0.4, 8 =1 y/s/m y Ty = 3°C.
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Figura 5.6: (a) Coeficientes & y &, en funcién de Ste (b) Temperaturas Ty, y T, en
funcién de x en t = 10 s para Ste = 0.4, 8 =1 /s/m, Ty, = 3°C.

El objetivo ahora es presentar, para diferentes ntimeros de Stefan, el valor numéri-
co del coeficiente exacto &, dado por (p.136) y los coeficientes aproximados &, &k, v
&k, dados por las expresiones analiticas ((5.153)), (5.157) v (5.161)), respectivamente. Esos
calculos permiten no sélo comparar las soluciones aproximadas con la exacta, sino tam-
bién comparar los diferentes métodos entre ellos para mostrar qué técnica brinda la mejor
aproximacion. Con ese propésito, se muestra en la Tabla 3, para diferentes valores de Ste,
el parametro adimensional exacto &, el parametro adimensional aproximado &, y el error

relativo porcentual Eye(&x,) = 100 gk;fki

,con ¢ =12 3.
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Puede notarse en la Tabla[5.3|que el error relativo cometido en cada técnica aproximada
aumenta cuando el nimero de Stefan se hace mayor alcanzando los porcentajes 19.41 %,
12.2% y 61.66 % para los problemas (Py,), (Px,) v (Px,), respectivamente.

A partir de este hecho, en la Tabla [5.4], se estudia el comportamiento de los diferentes
valores para Ste << 1. En este caso los errores relativos para el problema (Pj,) con
i =1,2,3, no superan el 0.5 %.

Tabla 5.3: Coeficientes de la frontera libre y sus errores relativos para 0 < Ste < 1

Ste fk 5’61 Erel (ékl ) 5]62 Erel (5’62) Ek‘g Erel (5163 )
0.1 0.2099 | 0.2099 0.037% | 0.2100 0.018% | 0.2100 0.042 %
0.2 0.2805 | 0.2754 1.803% | 0.2788 0.608 % | 0.2763 1.498 %
0.3 0.3262 | 0.3126 4.194% | 0.3207 1.697% | 0.3112 4.622%
0.4 0.3593 | 0.3348 6.809% | 0.3481 3.110% | 0.3258 9.330 %
0.5 0.3846 | 0.3482 9.470% | 0.3663 4.741% | 0.3244 15.63%
0.6 0.4046 | 0.3557 12.09% | 0.3782 6.515% | 0.3091 23.60 %
0.7 0.4209 | 0.3593 14.63% | 0.3856 8.375% | 0.2802 33.41 %
0.8 0.4343 | 0.3602 17.07% | 0.3897 10.28% | 0.2364 45.58 %
0.9 0.4457 | 0.3592 19.41% | 0.3913 12.20% | 0.1709 61.66 %

Tabla 5.4: Coeficientes de la frontera libre y sus errores relativos para Ste << 1

Ste Sk e Eral&n) | & Bral&r) | Sk Era(Cr,)
0.01 0.0702 | 0.0703 0.142% | 0.0703 0.037% | 0.0703 0.075%
0.02 0.0987 | 0.0989 0.241% | 0.0988 0.066% | 0.0988 0.135%
0.03 0.1201 | 0.1205 0.302% | 0.1202 0.086 % | 0.1203 0.178 %
0.04 0.1378 | 0.1382 0.329% | 0.1379 0.099% | 0.1381 0.206 %
0.05 0.1531 | 0.1536 0.326% | 0.1532 0.103% | 0.1534 0.219%
0.06 0.1666 | 0.1671 0.296% | 0.1668 0.101% | 0.1670 0.215%
0.07 0.1789 | 0.1793 0.242% | 0.1790 0.090% | 0.1792 0.196 %
0.08 0.1901 | 0.1904 0.167% | 0.1902 0.073% | 0.1904 0.160%
0.09 0.2004 | 0.2005 0.073% | 0.2005 0.049% | 0.2006 0.109 %

Por ultimo, en la Figura 5.7, se comparan los errores absolutos de las temperaturas
aproximadas dadas por Eaps(Tk,(z,t)) = |Tk(x,t) — Ty, (z,t)], ¢ = 1,2,3, en funcién de
la posicién x en t = 10 s, para Ste = 0.4, 5 = 1 v/s/m y Ty = 3°C. Se grafica hasta
T = Sk, (10) = min {sg, (10), sk, (10), sk, (10) }, para comparar los errores absolutos de los
diferentes métodos en el dominio comun.
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Conclusiones

En esta Tesis se han obtenido soluciones exactas de problemas de Stefan sobre materiales
unidimensionales, semi-infinitos, homogéneos e isotrépicos con conductividad térmica y
calor especifico variables y dependientes de la temperatura y soluciones analiticas apro-
ximadas de algunos casos particulares de estos problemas, complementando los trabajos
iniciados en [16,,30,51,/56, 66|68, 96,123,144} 147]164,|172.|185}/188,196,(197,|199)

En primer lugar, y debido a los avances tecnolégicos, se mostré cémo se han comenzado
a adoptar modelos mas reales de representacién de los coeficientes térmicos considerando-
los variables y dependientes de la temperatura. Se presentaron diferentes argumentos de
la Termodindmica que motivan a resolver problemas de Stefan con coeficientes térmicos
variables como por ejemplo, el mecanismo de conducciéon térmica de un gas y las ale-
tas disenadas fisicamente para aumentar el area de superficie en contacto con el fluido
refrigerante que rodea el medio previsto.

Luego, y motivado por [30,/51}|123], se consideraron problemas de Stefan unidimensio-
nales a una fase para la fusion de un material semi-infinito con conductividad térmica y
calor especifico dependientes de la temperatura de los que se obtuvieron soluciones exactas
de tipo similaridad imponiendo condiciones de tipo Dirichlet, de tipo Neumann o de tipo
Robin en el borde fijo. Se demostré el comportamiento asintotico de la solucién del proble-
ma con condicion de tipo Robin en el borde fijo, recuperando la solucién del problema con
condicion de tipo Dirichlet en el borde fijo. A continuacion, se generalizaron resultados
obtenidos en [66], donde se estudiaron problemas de conduccién de calor definidos a partir
de problemas de Stefan unidimensionales a una fase para la solidificacion de un material
semi-infinito con conductividad térmica dependiente de la temperatura con una condicion
de tipo Dirichlet o una condicién de tipo Robin en el borde fijo, de los cuales se demostro
existencia y unicidad de solucion de los mismos a través de la resolucién de problemas
diferenciales ordinarios de segundo orden obteniéndose la denominada funcién de error
modificada p-generalizada. Se realizé ademads, un andlisis del comportamiento asintético
de la solucién del problema de transferencia de calor con condicién de tipo Robin en el
borde fijo, recuperando la solucién del problema con condiciéon de tipo Dirichlet en el
borde fijo.

Posteriormente, y motivado por [51}56,[172], se demostré la existencia y unicidad de
solucién de tipo similaridad de problemas de Stefan unidimensionales a una fase para la
fusiéon de un material semi-infinito gobernados por una ecuacién no clésica y no lineal
del calor con diferentes tipos de fuentes de calor donde se asumié una condicién de tipo
Dirichlet en el borde fijo y, la conductividad térmica y el calor especifico se consideraron
variables y dependientes de la temperatura.

Después, se generalizaron resultados obtenidos en [144,196|199], hallando soluciones
exactas de tipo similaridad a problemas de Stefan unidimensionales a dos fases en un
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dominio angular para la solidificacion de un material semi-infinito con conductividad
térmica y calor especifico dependientes de la temperatura con condiciones de borde de
tipo Dirichlet o de tipo Neumann. También, y motivado por [16],68,/188], se obtuvieron
formulas explicitas para los coeficientes desconocidos en el proceso de cambio de fase, bajo
ciertas condiciones necesarias y suficientes sobre los datos del problema con condicién de
tipo Dirichlet al que se le impone una sobrecondicién de tipo Neumann.

Finalmente, y motivado por [56,96}147,|164,[185,(197], se obtuvieron soluciones analiti-
cas aproximadas para algunos casos particulares de los problemas de Stefan a una fase con
condiciones de tipo Dirichlet o de tipo Robin en el borde fijo estudiados previamente. Para
obtener dichas aproximaciones se utilizaron los métodos de balance integral clasico, una
variante del mismo y el método de balance integral refinado. Se compararon las distintas
aproximaciones obtenidas con la soluciones exactas correspondientes y se analizaron los
errores cometidos en cada método.
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